
Exposé der Dissertation

1 Einleitung

Quantenchromodynamik (QCD) ist der vielleicht interessanteste Teil des Standard-Modells
der Teilchenphysik, da es in diesem Bereich noch viele unbeantwortete Fragen gibt. QCD ist
die Theorie der starken Wechselwirkung, d.h. die Theorie der Wechselwirkung zwischen den
elementaren Bestandteilen (Partonen) der zusammengesetzten Teilchen (Hadronen). Hierbei
ist der Begriff „Bestandteile“ allerdings problematisch, da man unter „normalen“ Umständen,
d.h. bei niedrigen Temperaturen, die Partonen (Quarks und Gluonen) nicht trennen kann.
Stattdessen bilden sie gebundene, hadronische Zustände, die in diesem Regime die relevanten
Freiheitsgrade sind.

Berechnungen in der QCD können analytisch nur für einige Grenzfälle durchgeführt wer-
den. Der interessanteste Teil der Theorie wird heutzutage v.a. über Computersimulationen
durch die Gitter QCD zugänglich gemacht. Hierbei wird ein vierdimensionales Gitter mit
Quarks (Fermionen) an den Knotenpunkten und Gluonen (Bosonen) zwischen den Knoten-
punkten aufgestellt, welches sich nach Monte-Carlo Verfahren weiterentwickeln darf.

2 Stand der Forschung

Mit Hilfe von Weiterentwicklungen in den Bereichen der Algorithmen und Supercomputer
konnte die Gitter QCD zahlreiche erfolgreiche Vorhersagen zur starken Wechselwirkung ma-
chen, die von Experimenten bestätigt wurden [1]. Allerdings gibt es nach wie vor Gebiete,
in denen die Gitter QCD nicht eingesetzt werden kann [2].

Dem Team um Nikolai Prokof’ev und Boris Svistunov ist es gelungen, in den letzten Jahren
eine vielversprechende neue Methode zur Berechnung von asymptotischen Reihen basierend
auf irreduziblen Feynman Diagrammen aufzustellen [3]. Die ersten Erfolge im Bereich der
Festkörperphysik sind bereits bestätigt [4].

Bisher wurden von dieser Gruppe zahlreiche Modelle, wie etwa das Bose-Hubbard-Modell
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[5] und das Polaron-Modell [6], aus der Festkörperphysik berechnet und mit den analytischen,
numerischen oder experimentellen Ergebnissen verglichen [7, 8]. Ein weiteres interessantes
mögliches Einsatzgebiet stellt die QCD dar. In der QCD sind besonders die Fälle mit niedriger
Temperatur und hoher Dichte zur Berechnung mit einer neuen Methode interessant, da die
Gitter QCD in diesem Bereich versagt.

Versuche, Feynman Diagramme entsprechend zu summieren, gab es bereits früher [9, 10,
11]. Diese beinhalteten allerdings nie einen entsprechenden Auswahlprozess. Häufig wurden
Diagramme nur starr summiert, in der Hoffnung, am Ende ein vernünftiges Ergebnis zu
erhalten. Mit Portierung der „Bold Diagrammatic Monte Carlo“ Methode besteht nun die
Möglichkeit, die Erfolge auf den Bereich der Quantenchromodynamik auszudehnen. Dies
würde einen generischen, erfolgreichen Weg der Feynman Diagramm Summierung in der
QCD etablieren.

3 Eigene Vorhaben

Das Ziel der Doktorarbeit ist die Nutzung des „Bold Diagrammatic Monte Carlo“ Algorith-
mus für QCD. Es ist daher zwingend notwendig, die theoretische Grundlage der Methode
auf die Quantenfeldtheorie anzugleichen. Hier müssen verschiedene Probleme erkannt und
gelöst werden. Als Mittel zum Zweck wird eine neue Codebasis für Simulationen mit Hilfe des
Algorithmus geschaffen werden. Der dabei entstehende Code soll leicht erweiterbar und leis-
tungsfähig sein. Ein Teil der Arbeit wird daher aus Softwaredesign und Implementierungen
bestehen.

Die Arbeit stellt einen anderen, neuen Ansatz zur Berechnung von Problemen aus der
Teilchenphysik dar. Da noch keine Erfahrungen mit „Feynman Diagram Sampling“ vorlie-
gen, wird der Aufbau der Dissertation entsprechend angepasst, um die Probleme nacheinan-
der anzugreifen. Zunächst wird deshalb die Quantenelektrodynamik (QED) eingebaut. Dies
beinhaltet die analytische Berechnung einfacher Probleme, um die Implementation der Simu-
lation zu überprüfen. Bei schwierigeren Problemen kann zum Vergleich auf experimentelle
Ergebnisse zurückgegriffen werden.

Am Ende dieses Zyklus sollte die QED [12] mit den bekannten Lösungen übereinstimmen.
An dieser Stelle im Code sind nun die sehr einfach zu implementierende U(1) Eichgruppe
und die entsprechenden Feynman Regeln für die QED enthalten. Von hier aus ist es möglich,
verschiedene Algorithmen zu testen und unter Umständen auch interessante Probleme der
QED in der aktuellen Forschung, z.B. QED bei sehr starken Feldern, zu behandeln.

Die nächste Stufe stellt den Aufbau der QCD im Code dar. Hierbei muss v.a. analytisch
viel Vorarbeit geleistet werden, um mögliche Probleme früh zu erkennen und Lösungen für
diese zu suchen. Die Implementierung der SU(3) Algebra sollte aufgrund der vorhandenen
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Lösungen in der Gitter QCD kein Zeitproblem darstellen. Anfangs lohnt es sich, den reduzier-
ten Fall der Quenched QCD [13] zu betrachten. Dies entschärft die grundlegenden Probleme
und eignet sich besonders für erste Tests der Implementierung und der Methode.

Nach weiteren Optimierungen an den Algorithmen und Verfahren sowie Verbesserungen
am Aufbau der Software wird der Versuch unternommen, QCD bei endlicher Dichte [14] zu
behandeln. Dies ist auf dem Gitter nur sehr schwer möglich, da hier das sog. „Sign-Problem“
auftritt [15].

Damit sollen theoretische Vorhersagen für das QCD Phasendiagramm (Quark-Gluon-
Plasma, Farbsupraleitung) bestätigt und neue Einsichten zum Aufbau der Materie gewonnen
werden. Berechnungen von QCD mit endlicher Dichte sind relevant für superdichte Sterne
und hochenergetische Schwerionen-Streuung [16].

Neben der analytischen und numerischen Arbeit wird ein Teil der Zeit für Simulationen
auf QPACE 2 aufgewendet. QPACE 2 ist der Nachfolger der Supercomputers QPACE [17].
Dieser konnte sich bei seiner Einführung durch seine enorme Effizienz auf den obersten Platz
der Green 500 stellen. Um den Code zur Verwendung auf QPACE 2 zu optimieren, müssen
einige Probleme der fortgeschrittenen parallelen Programmierung evaluiert und überwunden
werden [18].

4 Methode

Die Methode beschreibt eine neue Möglichkeit, Feynman Skelett-Diagramme zufällig auszu-
wählen und gewichtet zu summieren. Feynman Diagramme sind irreduzible graphische Dar-
stellungen eines mathematischen Kerns. Der gesuchte Kern der dahinter stehenden partiellen
Differentialgleichungen entspricht hierbei der Green’schen Funktion. Als Skelett-Diagramme
werden Feynman Diagramme bezeichnet, die kein Selbstenergie-Unterdiagramm besitzen.

Ausgehend von der Lagrangedichte L der QCD kann die Wirkung S berechnet werden.
Die Bewegungsgleichungen ergeben sich nun aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung. Dies
bedeutet, dass man bei Feldern φ(x) sowie deren Ableitungen ∂µφ die Wirkung

S =
∫
d4xL(φ, ∂µφ) (1)

minimiert. Wenn das System von einer Feldkonfiguration zur Zeit ti zu einer anderen Feldkon-
figuration zur Zeit tf übergeht, geschieht dies auf einem Pfad im Konfigurationsraum, für den
S einen Extremwert annimmt. Eine Möglichkeit, physikalische Prozesse in der Teilchenphy-
sik zu beschreiben, ist der Pfadintegralformalismus. Hierbei wird ein Funktional aufgestellt,
das von der Wirkung S abhängt. Diese Methode hat Ähnlichkeit zur statistischen Mechanik.
Hier werden Erwartungswerte von Operatoren O über

〈O〉 = 1
Z

∫
DφO[φ] exp(iS[φ]) mit Z ≡

∫
Dφ exp(iS[φ]) (2)
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berechnet. Ist man an der Zustandssumme Z interessiert, so kann man diese, über eine
Entwicklung der Exponentialfunktion, in die einzelnen Feynman Diagramme zerlegen. Es
ergibt sich

Z =
∞∑
n=0

∑
αn

∫
D(αn, y1, y2, ..., yn)dy1dy2 · · · dyn, (3)

wobei n die Diagrammordnung darstellt. Zu jeder Diagrammordnung gibt es eine Anzahl von
verschiedenen Diagrammen, die durch Symmetriefaktoren unterschiedlich stark gewichtet
werden müssen. Die Funktion D hängt vom Diagrammtyp αn und den ordnungsabhängigen
Wechselwirkungspunkten y1, ..., yn ab.

Die Darstellung dieser mathematisch nicht-trivialen Reihe mit Hilfe von Diagrammen hat
z.B. für eine Zweipunktfunktion die Form

= + + + 

+ … + 

+ … 

Hierbei kann man den einzelnen Linien physikalische Bedeutungen zuordnen. Diese lassen
sich wiederum mathematisch ausdrücken. Jeder Art von Linie kann man eine Funktion zu-
ordnen, jedem Vertex einen Wert. Außerdem müssen für Probleme in der Teilchenphysik
noch Impulserhaltung und Teilcheneigenschaften berücksichtigt werden.

Man kann also aus dem Pfadintegralformalismus der QED oder QCD über eine Entwick-
lung der Exponentialfunktion zu einer Darstellung der Theorie in Feynman Diagrammen
gelangen. Aus dieser ergibt sich automatisch ein Satz Regeln für die Berechnung von Über-
gangsamplituden, die sogenannten Feynman-Regeln. Diese sind zur schnellen Berechnung der
möglichen Diagramme essentiell. Ist diese Vorarbeit geleistet, reduziert sich die eigentliche
Arbeit auf das Berechnen und Aufsummieren der entstandenen Integrale.

Mit „Bold Diagrammatic Monte Carlo“ führt man eine Transformation der eigentlichen
Berechnungsebene hinzu. Im Fokus des Interesses steht dabei anfangs nicht der Wert der
Integrale. Stattdessen sind nur die Diagrammtopologie sowie die eigentlichen Diagramm-
parameter (Integrationsvariablen) zur entsprechenden Diagrammordnung interessant. Diese
werden zunächst zufällig nach einem Monte Carlo Verfahren ausgewählt. Ein möglicher Aus-
wahlprozess ist dabei in Abbildung 1 aufgeführt.

Wichtig ist, dass bis zu diesem Zeitpunkt keinerlei Berechnungen der eigentlichen Inte-
grale durchgeführt werden müssen. Die Methode funktioniert, da sich in einer bestimmten
Ordnung verschiedene Diagramme mit einem Fehler von 1/n! genau aufheben. Dies wird
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Abbildung 1: Schematischer Ablauf des zufälligen Auswahlprozesses in der Parameter-Typ-
Ordnung Darstellung der Diagramme.

„Sign-Blessing“ genannt und ermöglicht, dass sich mit der faktoriell anwachsenden Anzahl
an Diagrammen Konvergenz ergibt. Entscheidend hierfür ist die Verwendung von Fermionen
und Pseudofermionen [19], d.h. die Behandlung von nicht-fermionischen Systemen (Spins,
Bosonen) als Fermionen mit entsprechender Kopplung. Somit werden Bosonen als Paare von
Fermionen angesehen.

Das eigentliche Auswählen kann über den Metropolis-Hastings Algorithmus durchgeführt
werden [20]. Hierfür wird Z als Zustandssumme für ein Ensemble von Diagrammen D in-
terpretiert. Durch Einführung einer Markov Kette werden zufällige Änderungen am System
vorgenommen und Mittelwerte aus der mitgeführten Statistik berechnet. Dieser Markov Pro-
zess führt dazu paarweise komplementäre Änderungen durch. In einem solchen Paar ist der
erste Teil A damit beschäftigt, ein grafisches Element inklusive der dafür notwendigen Va-
riablen zu erstellen, während der zweite Teil B das entsprechende Element entfernt.

Die Akzeptanzraten für die komplementären Änderungen A−B sind hierbei durch

RA(X) = Di

Di−1
W (X)−1 und (4)

RB(X) = Di

Di−1
W (X) (5)

gegeben. In diesen Gleichungen stellt W (X) eine beliebige Verteilungsfunktion zum Gene-
rieren von speziellen Werten der neuen Variablen, aus den Änderungen von A, dar. Mit Di
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wird das Diagramm nach und mit Di−1 das Diagramm vor der Änderung bezeichnet.

Verbesserungen am eigentlichen Markov Prozess sind denkbar und sollten auf jeden Fall
entwickelt werden [21]. Eine wichtige Rolle für das Gelingen der Resummierung stellt dabei
der Gewichtungsfaktor und die Behandlung im Fall n → ∞ dar. Man definiert sich hierfür
eine Funktion fn,N , welche bei n � N in etwa fn,N ≈ 1 ist. Im Grenzfall n � N gilt
fn,N → 0. Die Summierung erfolgt nun mit konkret berechneten Werten cn, so dass man

AN =
∞∑
n=0

cnfn,N (6)

erhält. Um das Ergebnis A aus AN zu erhalten, muss man nur nochN →∞ extrapolieren. Als
Gewichtungsfunktion kann dabei die Lindelöf-Funktion [22] verwendet werden, z.B. erhält
man für zwei Parameter n und N

fn,N = exp (−(n/N) ln(n/N)) . (7)

Mit Hilfe dieser ist es möglich, die Diagramme nach der Auswahl in einer Rechnung zusam-
menzufassen. Das Berechnen des Wertes cn eines einzelnen Diagramms stellt hierbei noch
den geringsten Aufwand dar, da hier bereits seit Jahren aktive Forschungsarbeit betrieben
wird [23, 24, 25]. Abschließend wird der finale Wert entsprechend extrapoliert.

5 Zusammenfassung

Die Arbeit setzt sich zum Ziel, eine neue, zur Gitter QCD alternative Methode für Berech-
nungen in der QCD einzuführen. Diese Methode soll v.a. in Bereichen, in denen die Gitter
QCD nur stark eingeschränkt funktioniert, eingesetzt werden können. Zur Umsetzung der
Arbeit wird zunächst die QED implementiert, um die Methode am einfacheren Modell zu
testen und relativ früh erste Ergebnisse zu erzielen. Zur erfolgreichen Umsetzung müssen
einige analytische und numerische Probleme überwunden werden. Ein Großteil der Arbeit
besteht daher aus analytischen Rechnungen und numerischen Analysen.

Der dabei entstehende Simulationscode soll zur weiteren Verwendung öffentlich gemacht
werden und den Anstoß für weitere Entwicklungen im Bereich des Feynman Diagram Samp-
ling geben. Hierfür ist eine starke Kooperation mit den ursprünglichen Entwicklern der „Bold
Diagrammatic Monte Carlo“ Methode geplant. Ein Teil der Simulationen soll auf dem zu-
künftigen Supercomputer QPACE 2 laufen. Dies motiviert entsprechende Optimierungen im
Code und in der Architektur von QPACE 2. Die im Laufe der Dissertation entstehende Ap-
plikation soll daher nicht nur auf klassischen Clustern, sondern auch auf Many-Core und
hybriden Systemen optimiert ausgeführt werden können.
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