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Kapitel 1

Differentialrechnung im R"

1.1 Der R" als metrischer Raum

Stetigkeit und Konvergenz Unser Ziel im ersten Teil der Vorlesung ist es,
Methoden der Differentialrechnung fiir Abbildung R™ — R"™ zu entwickeln. Dazu
benotigen wir eine Reihe von topologischen Begriffen wie:

Stetigkeit, Konvergenz, Abstand, Norm, Offene / Abgeschlossene Mengen, Kom-
paktheit, Umgebungen, die wir im folgenden wiederholen wollen.

Auf dem reelen Vektorraum, R", der n-Tupel von reellen Zahlen ist ein euklidi-
sches Skalarprodukt gegeben durch

<.’L’,y> =Ty + Ty + oo + Tnln

Fir z = (z1,...,2,) € R",y = (y1,...,yn) € R". Wir nennen dies das kanonische
Skalarprodukt. Setzt man ||z|| := \/(x, z), so erhélt man die euklidische Norm
auf R".

Allgemeiner heifit die Abbildung V' — R,z + ||z|| auf einem reellen Vektorraum
eine Norm, falls folgende drei Axiome gelten:

L ||z =0 2=0
2. || Az]| = A - ||z|| fur alle A e R,z € V

3. [lz +yll < [l + vl

Auf dem R™ kann man auch weitere Normen definieren, z.B.:

|z||1 == |x1|+|z2]+... 4 |z,| oder ||z||oo := maz{|xy|,...|]z,|} Aufjeden normierten
Vektorraum (= reeller Vektorraum mit Norm) kann man eine Abstandsfunktion
(oder Metrik) definieren durch d(z,y) := ||z —y||. Falls nichts anderes gesagt wird,
verwenden wir im folgenden stetig die aus den euklidischen Norm abgeleitete
euklidische Abstandsfunktion:

d(z,y) = \/(xl —y1)?+ o+ (T — yn)?

2
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Der R” wird damit zu einem metrischen Raum.

Erinnerung FEine Menge X mit einer Abbildung d : X x X — R heifit metri-
scher Raum, falls gilt:

l.dz,y) =0 2=y
2. d(z,y) = d(y,x) fir alle z,y € X
3. d(z,y) < d(x,z)+d(z,vy) fir alle x,y,z € X

Ist die Abstandsfunktion wie oben aus einer Norm abgeleitet, so folgen diese Ei-
genschaften direkt aus denen der Norm.

Bemerkung FEine Teilmenge M C X eines metrischen Raumes ist, mit der
Abstandsfunktion djy;« s, ebenfalls ein metrischer Raum. Insbesondere ist jede
Teilmenge des R™ mit der Einschriankung der euklidischen Abstandsfunktion wie-
der ein metrischer Raum. Viele topologische Begriffe konnen auf den Begriff des
Abstandes zuriickgefiithrt werden, d.h. wir kénnen sie fiir metrisch definieren, z.B.
Konvergenz von Folgen, Cauchyfolgen, Stetigkeit.

Satz 1.1.1 Sei z, = (21, ..., xn),v € N, eine Folge im R™. Dann sind dquiva-
lent:

1. Die Folge x, konvergiert.
2. Jede Komponentfolge x;,,i € {1,...,n},v € N konvergiert.

3. Die Folge x, ist eine Cauchyfolge.

Beweis (3) = (1):

Sei z,, eine Cauchyfolge. Wegen |z;,—z;,| < d(x,,z,) = \/(1:11, —21,) F o+ (T — Tp)?
ist jedes x;, eine Cauchyfolge, also konvergent.

(2) = (1):

Angenommen, jede Komponentfolge x;, konvergiert. Sei ¢ > 0 vorgegeben. Fiir

jedesi € {1,...,n} gibt esein k; € N, so dass |z;, —z;| < % fiir v > k;, wobei x; :=

lim, o @, gilt. Dann gilt fiir v > maxz{ky, ..., kp}, dass d((z1, oy Tpw )y (21, 0y ) <

n% = ¢, was &, — (21, ..., T,) zeigt.
(1) = (3):
Ist klar.
Der Satz zeigt, dass R" ein vollsténdiger metrischer Raum bzw. ein vollstdndiger
normierter Vektorraum (oder auch Banachraum genannt) ist. O
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Korollar 1.1.2 FEine Folge (x1,,...,Tn,) im R™ konvergiert genau dann gegen
einen Punkt (xq,...,x,) € R", wenn fir i = 1,...,n die reelle Zahlenfolge x;,
gegen x; konvergiert.

Beweis <" haben wir im Beweis Satz 1 gezeigt. ,,=" folgt daraus, dass Grenz-
werte in einem metrischen Raum eindeutig sind. O

Erinnerung Seien X, Y metrische Rdume und f : X — Y eine Abbildung. Die
Abbildung f heiit an der Stelle z € X (folgen)stetig, wenn fiir jede Folge z, in
X mit z, — X auch f(z,) — f(z) gilt.

Stetigkeit und Konvergenz sind eigentlich verwandte Konzepte. Beides sind topo-
logische Begriffe, d.h. sie lassen sich (auch offene Metrik) anhand eines Systems
von offenen Mengen untersuchen.

Eine Teilmenge U C X eines metrischen Raumes X heifit offen, wenn es fiir jeden
Punkt x € U ein € > 0 gibt, so dass der Ball B.(z) := {p € X|d(z,p) <e} C X
ganz in U enthalten ist.

Beispiele fiir offene Mengen Offene Intervalle, X, (), Bille Br(p), endli-
che Schnitte, beliebige Vereinigungen von offenen Mengen.
Eine Teilmenge M C X eines metrischen Raums heifit Umgebung eines Punktes
x € X, wenn es eine offene Teilmenge U von X mit x € U C M gibt.

Lemma 1.1.3 Fine Folge x, in einem metrischen Raum X konvergiert genau
dann gegen x € X, wenn zu jeder Umgebung Uvon X ein ng € N existiert, so
dass x, € U fiir alle v > ng gilt.

Beweis Lemma 4.30 im Analysis I Skript von Prof. Bunke.

Lemma 1.1.4 Seien X,Y metrische Riume und f : X — Y eine Abbildung.
Dann sind dquivalent:

1. f ist an der Stelle v € X (folgen)stetig

2. Fiir jede Umgebung U von f(x) in'Y ist das Urbild f~*(U) eine Umgebung
von z in X (,topologisch” stetig)

3. Fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein 0 > 0, so dass fir alle 2’ € X gilt: d(z,2’) <
6= d(f(x), f(')) <e

4. Fir jede Umgebung U von f(x) in'Y gibt es ein 6 > 0, so dass fir alle
e X giltd(z,2')<d= f(a!) e U
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Beweis Vergleiche Lemma 4.5 im Analysis I Skript von Prof. Bunke.
Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen heifit stetig, wenn sie
an jeder Stelle x € X stetig ist.

Lemma 1.1.5 FEine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen ist
genau dann stetig, wenn Urbilder offener Mengen offen sind.

Beweis Aus Lemma 4.52 im Analysis I Skript (gilt fiir topologische Réume),
folgt eben auch fast sofort aus 2] Dies liefert eine bequeme Moglichkeit
nachzuweisen, das gewisse Teilmengen des R™ offen sind.

Ist f: R" — R eine stetige Funktion und ¢ € R, so ist etwa f~!((—o0,¢)) = {z €
R"™|f(x) < ¢} offen.

Beispiele {(z1,...,x,) € R"|z; < 0} offen
{(z1,...,x8) € R"|a? 4+ 23 = b5z7} = f~1({0}) abgeschlossen
B.(z) = {p € R"|d(z,p) < e} = f~}((—00,¢)), f(p) = d(z,p)

Satz 1.1.6 Sei X ein metrischer Raum und seien f : X — R firi: 1,...,n
Abbildungen. Die Abbildung f : X — R" f(x) := (fi(x),..., fu(x)) ist genau
dann stetig, wenn alle Komponentenfunktionen stetig sind.

Beweis Seiz € X. Wir zeigen: f(x) ist genau dann an der Stelle x € X stetig,
wenn alle f; an der Stelle x € X stetig sind. Sei z, — x eine konvergente Folge in
X. Aus Korollar folgt, dass f(x,) genau dann gegen f(x) konvergiert, wenn
alle f;(z,) gegen f;(x) konvergieren. O

Beispiel 1.1.7 Stetige Abbildungen

1. In Analysis I wurde gezeigt, dass die Abbildungen add : RxR — R, (z,y) —
xH+y;mult :RXxR - R (z,y) — zy;div: RxR — R
{0}, (2,y) = T stetig sind.

2. Verkettungen stetiger Abbildungen sind stetig (Lemma 4.54 im Analysis I
Skript).

3. Sind f,g: X — R auf dem metrischen Raum stetige Funktionen, so sind
auch die Summe und das Produkt
f+g: X =Rz fz)+g(2),
fg: X >Rz f(z)g(x)
stetig. Gilt auferdem g(x) # 0 fir alle x € X so ist auch
L X SR o2
g " ’ g(z)
stetig.
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Beweis Nach Satz ist die Abbildung X — R*x — (f(x),g(x))
stetig. Verkettung dieser Abbildung mit den Funktionen add, mult, div in
liefert die obigen Funktionen f + g, fg, g. Nachla sind diese stetig. O

4. Die Koordinatenfunktionen (x4, ...,x,) — z;, R" — R sind stetig / folgt aus
(1.6), da idg : © — x.

5. Konstante Abbildungen f(x) = c fir alle x € X sind stetig.

6. Ein Monom auf R™ vom Grad r ist eine Funktion R® — R der Gestalt
(X1, ey Tp) xlfl...xﬁ”, wobei ky, ..., k, € Ny natiirliche Zahlen mit ki +
v + k, = r sind. FEine Polynomfunktion F' : R — R vom Grad < r
ist eine Linearkombination von Monomen vom Grad < r. F(x1,...,x,) =
Zk1+...+kn§r ckl,,,knxlfl...xﬁ", wobei ¢y, ., € R. Stetigkeit folgt aus @ .
7. Inbesondere sind lineare Abbildungen R™ — R™ stetig. Denn die Kompo-
nentenfunktionen sind Polynome vom Grad 1.
(fi(x1, ooy n) = 320 aijxy, f durch die man-Matriz (aij) gegeben)
Aber Allgemeiner gilt: Seien nun V' und W normierte reelle Vektorrdume und
AV — W eine lineare Abbildung.

Satz 1.1.8 A ist genau dann stetig, wenn es beschrinkt ist, das heifst wenn es
ein C' € Ry gibt, so dass ||A(z)|| < C||z|| fir alle z € V.

Beweis =7 Sei A stetig. Dann ist A insbesondere im Nullpunkt stetig und es
gibt zue =1 ein § > 0, so dass ||A(z)|| < 1 fir ale z € V mit ||z|| < § gilt. Setze

C':%. Seix eV

{0} beliebig, z = ol - Dann gilt lz]| = g”i” < 6, also ||A(2)|| < 1. Nun gilt:
— A@)
Alz) = 7

Also folgt A(x) < Cl|z||.

=" Es gebe C > 0 mit ||A(z)|| < C|lz|| fir alle x € V. Dann gilt ||A(z) —
A = [J[A(z—2")|| < Cllz—2'|| was die Stetigkeit mit Hilfe des e —0-Kriteriums
[1-1.7)[3 zeigt.

Beispiele

1. Sei C'([a;b]) der reelle Vektorraum der stetigen Funktionen. f : [a;b] — R.
Durch || f|| := sup{|f(z)||x € [a;b]} ist auf C([a;b]) eine Norm gegeben: Die
Supremumsnorm. Vergleiche Analysis I Skript 4.4 (Beispiel 9).

Nun betrachten wir die lineare Abbildung: I : C([a;b]) — R, I(f) =
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Behauptung [ ist stetig.

Beweis Es gilt fir alle f € ([a;b]) die Abschéatzung |I(f)| < (b—a)| f].
Also ist I nach Satz stetig. O

2. Sei C'([0;1]) € C([0;1]) der Untervektorraum aller stetigen differenzierba-
ren Funktionen, ebenfalls mit der Supremumsnorm. Sei D : C*([0;1]) —
C([0;1]) die durch die Differentation D(f) := f’ gegebene Abbildung.

Behauptung D ist nicht stetig.

Beweis Betrachte die Funktionen f, € C'([0;1]) fiir v € Nmit f(z) = z".
Es gilt || f, = 1 und |D(f,)|| = |[vz'v — 1)|| = v. Es gibt keine Konstante
C e Ry mit | D(f,)|l < C|f.]], also ist D nach Satz (1.8) unstetig. O

1.2 Kompaktheit

Definition 1.2.1 Sei A eine Teilmenge eines metrischen Raumes X (z.B. R™).
Unter einer offenen Uberdeckung von A wversteht man eine Familie (Us)ier von
offenen Teilmengen U; € X, so dass A C |J,c; Ui. Die Indexmenge kann dabei
endlich oder unendlich sein.

Definition 1.2.2 FEine Teilmenge A eines metrischen Raumes X heifst kompakt,
wenn jede offene Uberdeckung von A eine endliche Teiliberdeckung besitzt. Ge-
naver: A heifft kompakt, wenn es zu jeder offenen Uberdeckung (U;)ier von A
endlich viele Indizes i1, ...,1; gibt, so dass A C U;, N...NU;, gilt.

Beachte Die Definition sagt nicht: A ist kompakt, wenn es eine endliche Uber-
deckung mit offenen Teilmengen gibt. (Die gibt es ndmlich immer, z.B. X ist
offen!)

Satz 1.2.3 Sei X ein metrischer Raum, a, eine konvergente Folge und a der
Grenzwert. Dann ist A := {a,|v € N} U {a} kompakt.

Beweis Sei (U;);er eine beliebige Offene Uberdeckung von A. Dann gibt es ein
tx € I, so dass a € Uj,. Dieses U, ist eine Umgebung von a und da a, gegen a
konvergiert, gibt es nach Lemma (1.3) eine Schranke N € N, so dass alle a, mit
v > N in U, liegen.

AuBerdem liegt jedes ax, 1 < k < N in einem U;, und wir haben somit die endliche
Uberdeckung U, U...UU;, UU,, gefunden.
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Léasst man den Grenzwert der Folge weg, gilt der Satz im Allgemeinen nicht mehr.
Setze z.B.:

und definiert eine offene Uberdeckung von A durch die Vereinigung von offenen
Intervallen.

(1)U (3:3) U (F:3)-

Jedes Intervall enthélt genau einen Punkt von A und es gibt keine (echte) Teiliiber-
deckung, also auch keine endliche. O

Einige wichtige Sétze iiber Kompaktheit in metrischen Rdumen und im R™:

Satz 1.2.4 FEin metrischer Raum st genau dann kompakt, wenn er Folgenkom-
pakt ist, d.h. wenn jede Folge eine in diesem Raum konvergente Teilfolge besitzt.

Beweis Lemma 4.43 im Analysis I Skript von Prof. Bunke.

Eine Teilmenge A C R™ ist somit genau dann kompakt, wenn jede Folge (a,) mit
a, € A eine Teilfolge a,, besitzt, so dass a,, — a € A.

Kompakte metrische Radume sind insbesondere vollstandig (denn eine Cauchyfol-
ge mit konvergenter Teilfolge geht gegen den Limes der Teilfolge).

Mit Hilfe von (|1.2.4) wurde in Analysis I die folgende wichtige Charakterisierung
von kompakten Mengen in R" bewiesen:

Satz 1.2.5 (Heine-Borel) Eine Teilmenge des R™ mit der euklidischen Metrik
15t genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrdnkt ist.

Beweis Lemma 4.45 im Analysis I Skript von Prof. Bunke.

Erinnerung Eine Teilmenge eines metrischen Raumes heifit beschrinkt, wenn
sie in einem Ball enthalten ist. Eine Teilmenge M des R" ist genau dann be-
schrinkt, wenn es ein R > 0 gibt, so dass ||z|| < R fiir alle x € M. In metrischen
Réaumen sind Abgeschlossenheit und Folgenabgeschlossenheit dquivalent.

Beispiel 1.2.6 (Kompakte Mengen)

1. Endliche Teilmengen von metrischen (topologisch Hausdorffschen-) Rium-
en sind kompakt.

2. Die abgeschlossene Kugel im R™

K (z) == B(x) = {p e R"|[]p — 2| <7}
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und Sphdre
Sy (z) == {p € R"||lp — =]l =}

sind kompakt. Denn sie sind offensichtlich beschrdinkt und Urbilder der ab-
geschlossenen Teilmenge [0;r] bzw. {r} C R unter der stetigen Funktion

pllp—zf|.

3. Seien a,b € R mit a < b. Dann ist [a;b] C R kompakt, da abgeschlossen
und beschrdnkt.

4. Ein Quader [ay;b1] X [ag; ba] X ... X [an; b,] C R™.

Satz 1.2.7 Ist f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen
und X kompakt, so ist f(z) CY kompakt.

Beweis Denn ist (U;);e; eine offene Uberdeckung von f(z), so ist (f~(U:))ier
eine von X. O

Korollar 1.2.8 Sei X ein kompakter metrischer Raum und f : X — R eine
stetige Funktion. Dann nimmt f auf X sein Mazimum und Minimum an.

Beweis Denn nach ([1.2)) ist f(z) kompakt in R, also beschrankt und abgeschlos-
sen. Also etwa sup(f(X)) < oo. Sei t,, € f(X) eine Folge mit ¢, — sup(f(X)).
Dann folgt sup(f(X)) € f(X). O

Korollar 1.2.9 Jede beschrinkte Folge mit R™ besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis Da die Folge beschriankt ist liegen alle Folgenglieder in einer geniigend
grof} gewihlten Teilmenge des R", etwa in Kz(0) mit R > 0 geniigend grof. Nun
folgt die Behauptung aus .

Dies gilt nicht in jedem metrischem Raum! Betrachten den Raum C([0;1]) mit
der Supremumsnorm und die Funktionenfolgen f, € C([0;1]),» = 1,2,.... Dann
gilt fiir zwei v, p € N: || f, — ful| = 1 und es gilt ||f,|| = 1Vv € N. O

Die Folge kann also keine Teilfolge besitzen. Insbesondere ist die Einheits-
sphére in C([0; 1]) nicht kompakt.
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1.3 Partielle Ableitungen

Unser Ziel ist es nun, Abbildungen R™ — R™ auf Differenzierbarkeit zu unter-
suchen und das Differential fiir solche Abbildungen zu erkldaren. Zunéchst wollen
wir uns aber auf die Methoden der eindimensionalen Differentialrechnung be-
schrianken und diese auf solche Abbildungen anwenden.

Sei U C R" eine offene Teilmenge und f : U — R eine Funktion. Der Graph von
[ ist die Menge I’y := {(z,y) € U x Rly = f(z)} € R"" die wir uns im Fall
n = 2 als eine Flache im dreidimensionalen Raum vorstellen.

Eine Funktion f : U — R ist auch festgelegt durch ihre Niveamengen Ng(c) =
f'{c}) = {z € U|f(x) = ¢}, die wir uns im Fall n = 2 als Héhenlinien vorstellen
konnen.

Definition 1.3.1 Sei U C R" offen, f : U — R eine Funktion und © € U.
Die Funktion f heifst im Punkt x € U partiell differenzierbar beziiglich der i-ten
Koordinatenrichtung, falls die Funktiont — f(x1,...,x;i_1,t,Zis1, ..., T,) beit = x;
differenzierbar ist (im gewdéhnlichen Sinne - als eindimensionale reelle Funktion).
In diesem Fall nennt man den Wert der Ableitung der obigen eindimensionalen
Funktion t = x1, die i-te partielle Ableitung von f in x. Bezeichnung:

D;f(x) oder gj@ ()

Beispiele

o fi(t):= f(z1, .ty .yxy) = g—i(x) = %(xi)

e Sei U = R3 und f(x1,29,73) := x5 + 3129 + 425. Dann ist D, f(z) =
Dy f (1,29, 73) = g—é(m) = 515 + 1.

Anschaulich Die Graphen der Funktionen ¢t — f(z1,...,¢t,...,z,) erhilt man
als Schnitte durch den Graphen von f.

Definition 1.3.2 Sei f wie in . f heifit partiell differenzierbar, falls fiir
alle v € U und alle i = 1,...,n die Funktion f in x partiell differenzierbar
beziiglich der i-ten Koordinatenrichtung ist. f heifst stetig partiell differenzier-
bar, falls zusdtzlich alle partiellen Ableitungen D;f = g—i U - R,z D;f(x)
stetig sind.

Beispiel 1.3.3 (Beispiele)

1. Betrachte die Funktion r : R — R (,Radius”) mit r(z) := ||z|| = /2% + ... + z2.
Die Niveaumengen N,.(c) sind fiir ¢ > 0 Sphéren um den Ursprung, leer fiir
¢ < 0und N,(0) = {0}.
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Behauptung Die Funktion r ist auf R™\{0} partiell differenzierbar mit
I (g) = 5 fir o = (21, ..., 2,) € R"\{0}.

ox; r

Beweis Dies gilt, da die Funktion einer Variablen t, t — /22 + ... + 2 + ... + 22
differenzierbar ist. Wir berechnen die partielle Ableitung, indem wir s, ..., x,,
als Konstanten ansehen:

or 0 5 5 21, T
T =7\t .. F+T = =
dry  Or 2/ai+ ... +a2  71(2)

2. Radialsymmetrische Funktionen: Sei f : (0,00) — R eine differen-
zierbare Funktion. Damit ist die Verkettung for : z — f(r(x)) (die wir
abkiirzend als f(r) bezeichnen) auf R"\{0} definiert und ist partiell diffe-
renzierbar. Aus der Kettenregel:

0 0 i
a@ﬂﬂzf@b;=fv%%

3. Eine Funktion, die partiell differenzierbar, aber unstetig ist: Be-
trachte fir n > 2:

Lt fiirx #0
0 firx =0

Aus Beispiel folgt mit der Produktregel, dass F' auf R"\{0} partiell
differenzierbar ist. Wir berechnen fiir = # 0:

—2n\ __
ret) = r2n —2n r2n+2
(Analog fiir i = 2,...,n)
Da F aber auf den Koordinatenachsen gleich Null ist, ist die Funktion
auch in z = 0 partiell differenzierbar. Andererseits ist ' bei z = 0 unstetig:

Wihle die Folge a, = (£, ..., 1) ,v € N, dann gilt 7(a,) = \/(%)2 + ..+ (32 =
NG

r

, somit

1

s 1%

Flay) = 2 = (5)" =y 00
v2n n

Wegen F(0) = 0 ist F' also in 0 unstetig! Fiir n > 2 folgt also aus ,par-
tiell differenzierbar” nicht ,stetig” (Stetig folgt aber weiterhin aus , stetig
partiell differenzierbar” bzw. (total) differenzierbar!).

O
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Definition 1.3.4 Sei U C R" offen und f : U — R partiell differenzierbare
Funktion. Wir nennen den Vektor

grod(f (@) = (51 (0)... 8%(@)

den Gradient von f im Punkt (x € Y ). Andere Schreibweise V f(z) (,,Nabla”).

Zum Beispiel gilt fiir die Funktion r(z) = ||z||:

T

Vr=—2#0
T

Definition 1.3.5 Sei U C R" offen. Unter einem Vektorfeld versteht man eine
Abbildung
v:U—R" (1.1)

die also jedem Punkt x € U einem Vektor v(x) in R"™ zuordnet. Ein spezielles
Vektorfeld ist der Gradient einer partiell differenzierbaren Funktion

Vf:U—-R" 2z Vf(x) (1.2)

Definition 1.3.6 Sei U C R" offen, v = (v1,...,v,) : U — R™ ein partiell
differenzierbares Vektorfeld (d.h. alle Komponentenfunktionen v; : U — R sind
partiell differenzierbar). Dann heifst die Funktion

div(v) == Z Ous

i=1 z;

(1.3)

die Divergenz des Vektorfeldes v.

Fiir die Divergenz erhalten wir folgende Rechenregel: Seien f : U — R und
v : U — R" partiell differenzierbar. Dann gilt (nach der gewohnlichen eindimen-
sionalen Produktregel):

0 of ov;

(1.4)

Summation iiber ¢ liefert:

div(f - f)=(Vf,v)+ f-div(v) (1.5)
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Beispiel 1.3.7 Betrachte das Vektorfeld F' : R"\{0} — R", F(z) = 7, wobei
r = ||z, also folgt wie oben mit[1.3.3 ()

div(%) = <V%, x) + % - div(x)

Aus_ (@) )axl f(r )afi hier f(r) =+

T 1z n n—1
(2) = (— 502+ -

rer

r

Wir wollen nun auch héhere partielle Ableitungen betrachten. Sei U C R offen
und f : U — R eine partiell differenzierbare Funktion. Sind alle partiellen Ablei-
tungen selbst wieder partiell ableitbar, so heifit f zweimal, partiell differenzierbar.
In diesem Fall existieren die zweiten Ableitungen:

0*f

DiD;f = 0107

Vi =1,. (1.6)

Entsprechend definiert man k-mal partiell differenzierbar. Sind k-ten partiellen
Ableitungen
ok f

zusétzlich stetig, so nennt man f k-mal stetig partiell differenzierbar.

D;,..D;, f =

Satz 1.3.8 Sei U C R" offen und f : U — R zweimal stetig partiell differenzier-
bar. Dann gilt fir allea € U und i,j =1,...,n

D:D,(a) = D;Dif(a) (1.7)

Beweis Wir konnen ohne Einschrénkung n = 2 und a = (0,0) annehmen. Fiir
(21, z2) schreiben wir (z,y).

Wegen der Offenheit von U gibt es ein 6 > 0, so dass (—9,d) x (—d,0) C U gilt.
Fir z,y € (—6,0) betrachten wir den Term:

Fla,y) = Fl@,0) = (£0,y) = F(0,0)) = Fy(x) = F,(0)

-~

= F, () —F(0)

Wobei wir fiir y € (—0,9) die neue Funktion F, : (—6,0) — R, F,(z) :=
f(z,y) — f(x,0) eingefithrt wurde. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrech-
nung (Lemma 5.11, Analysis I Skript von Prof. Bunke) gibt es ein ¢ € (—|z|, |z])
mit F,(z) — F,(0) = F,(¢) -z = (D1f(¢,y) — D1f(¢,0)) - v. Wieder nach dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es ein 7, n € (—|y|, |y|), so dass
Dif(¢,y) — D1f(¢,0) = DaD1f(¢,m) - y. Insgesamt haben wir also gezeigt, dass

f(@,y) = f(2,0)=f(0,y)+£(0,0) = D2D1 f(¢, ) -y fiir ein |¢] < || und |n| < [y|
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gilt.

Nun vertauschen wir die Rollen der beiden Variablen x und y, das heifit wir be-
trachten die Funktion f(y, ) := f(z,y). Das obige Argument auf die Funktion
f;angewenglet zeigt, dass es |§~| < |#| und |7 < |y| gibt mit yzDyDy f(77,¢) =
f(yvr) - f(ywo) - f(OVT) + f(0,0) = f(x,y) - f(07y) - f(ZL‘,O) + f(0,0) =
DyDy(Cm) -y -2

Nun gilt aber DoDy f(7,() = D1Dof((,n) = D2D;((,n). Lisst man nun (x,y)
gegen (0,0) gehen, so auch (C,7) und (¢, 7) gegen Null wegen der Stetigkeit der
zweiten partiellen Ableitung folgt

DD, f(0,0) = D2D; f(0,0)

O

Beispiel 1.3.9 Sei U cine offene Menge im R® und sei v : U — R? ein partiell
differenzierbares Vektorfeld. Wir definieren ein neues Vektorfeld rot(v) : U — R?

81}3 _ 87)2 8’01 B 81)3 6’02 _ 81)1
6.172 8[E37 8x3 61’17 8x1 8x2

rot(v) := (

genannt die Rotation (englisch ,curl”) des Vektorfeldes v. Sei nun f : U — R
eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion. Wir berechnen:
0 f 0 f 0 f 0 f 0 f 0 f

rot(Vf) = (8x28x3 - Ox30xs Ox301, B 0x10x3 01107 a 31’28:761) -0

Damit sich ein partiell differenzierbares Vektorfeld als Gradient einer (2-mal ste-
tig partiell differenzierbaren) Funktion darstellen ldsst, muss die notwendige Be-
dingung rot(v) = 0 erfillt sein.

81)@' . an
8:6]- N 8:61

(1.8)

Definition 1.3.10 Se: U C R" offen, f : U — R eine zweimal stetig partiell
differenzierbare Funktion. Setze

0? 0?
AT

= 2 cee 2
0xs Ox?

Af = div(Vf)
wobei A der Laplace-Operator ist.

02
ax?
nische Funktionen.

02 f
Ox;0x; °

Schreibeweise ist gleich Funktionen f mit Af = 0 nennt man harmo-
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Bemerkung 1.3.11 Af = 0 ist ein Beispiel fiir eine partielle Differentialglei-
chung. Allgemein nennt man eine Gleichung Differentialgleichung, wenn eine
Funktion gesucht ist und in der Gleichung neben der Funktion auch (partielle)
Ableitungen der Funktion vorkommen.

Héngt die gesuchte Funktion nur von einer Variablen ab, so handelt es sich um
eine gewohnliche Differentialgleichung. Hangt die gesuchte Funktion dagegen von
mehreren Variablen ab (und treten partielle Ableitungen auf), nennt man die
Gleichung eine partielle Differentialgleichung.

Die Gleichung A f = 0 heifit auch Potentialgleichung.

Beispiel 1.3.12 Wirkung des Laplace Operators auf radialsymmetrische Funk-
tionen:

Sei f:(0,00) — R zweimal stetig differenzierbar. Wir wollen den Laplace Ope-
rator auf die rotationssymmetrische Funktion

R™N\{0} — R,z — f([[z[)) = f(r)
wirken lassen. Nach Bez'spz'el @) gilt Vf(r) = f'(r)%, also
Af(r) = div(VF) = div(f/(r)7)

Wir vereinfachen mit der Produktregel fiir div:

n—1

T T T
(Vf(r), =)+ f'(r) - div(=) = {f"(r) =, 2r) + f'(r)
T r T r
Also Af(r) = f"(r)+ "2 . f'(r), das heifit falls f(r) genau dann harmonisch auf
R™\{0} ist, wenn f : (0,00) — R eine Losung der gewthnlichen Differentialglei-
chung
n—1

70+ =) =0 (19)
ist. Wir werden im zweiten Teil der Vorlesung sehen, wie die Menge der Losungen
einer solchen Gleichung bestimmt werden kann. Fiir den Moment beschranken wir
uns darauf, zu bemerken, dass

1

und im Fall n = 2 auch
f(r)=1Inr
Losungen von [I.3] sind. Denn fiir n > 2 gilt:

2
d 2—n d 9 _ n)rl—n — (1 . n)(2 . 'I’L)’r_n _ —7”2_”

T " dr
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und d? d1 1d
—Inr=—=-=—r"?=—--"Inr

dr? drn rdr

Also gilt A—= L. =0und Alnr = 0 fiir n = 2. Der Laplace Operator kommt in
vielen Glelchungen der mathematischen Physik vor (da ¢ meistens n = 2 oder
n = 3 ist), zum Beispiel in der Warmeleistungsgleichung;:

af

A=

-0 (1.10)

Genauer: 24 + . 4+ 2L ax 62f = 0. Hier ist f : U x I — R eine Funktion, wobei
1

U eine offene Tellmenge des R™ eines rdumlichen Bereichs beschreibt und das
Intervall I C R als Zeitintervall aufgefasst wird.
Die Funktion f beschreibt eine Temperaturverteilung iiber den rdumlichen Be-
reich U und ihren zeitlichen Verlauf. Ist fiir ein festes t; € [ eine Funktion
g : U — R (2-mal stetig partiell Differenzierbar), also eine Temperaturverteilung
zu einem festen Startzeitpunkt gegeben, so sagt die Warmeleitungsgleichung die
zeitliche Anderung der Temperatur durch die Wiarmeleitung vorraus. Ist etwa g
harmonisch, so ist
fz,t) == g(x)
eine zeitunabhéngige (also stationére) Losung. Nimmt g bei u € U ein isoliertes
Maximum an, so besagt die Gleichung fiir eine Losung f mit f(x,t) = g(z), dass
%(m, tp) < 0 eine Abkiihlung ist.
Eine weitere Wichtige Gleichung ist die Wellengleichung oder auch Schwingungs-
gleichung;: ,
o f
Af el
die die Ausbreitung von Wellen oder Schwingungen beschreibt, wobei f die Am-
plitude der Schwingung ist.

—0 (1.11)

Beispiel 1.3.13 Wir betrachten die eindimensionale Wellengleichung:

0?f  0*f

fiir eine zweimal partiell differenzierbare Funktion f:R?* — R, (z,t) — f(xz,t).

Sind g, h : R — R zweimal stetige differenzierbare Funktionen, so ist eine Losung
der eindimensionalen Wellengleichung gegeben durch:

flz,t) :=glx+t)+ h(x —1t)
Denn es gilt fiir dieses f:

0? 0?
L) = ) W 1) = o
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Bemerkung Tatséchlich sind alle Losungen von dieser Gestalt. Zum Beispiel
g(x) = h(x) = cos(z).

= f(x,t) = cos(x+1t)+ cos(x —t) = cos(x) cos(t) + sin(z) sin(t) + cos(x) cos(t) —
sin(x) sin(t) = 2 cos(x) cos(t).

1.4 Totale Differenzierbarkeit

Wir wollen nun die sogenannte totale Differenzierbarkeit einer Abbildung f :
R"™ — R™ als gewisse Approximierbarkeit durch lineare Abbildungen definieren.
Das Differential einer solchen Abbildung ist die approximierte lineare Abbildung.
Totale Differenzierbarkeit ist ein wesentlich stédrkerer Begriff als partielle Diffe-
renzierbarkeit. So folgt aus der totalen Differenzierbarkeit insbesondere die Ste-
tigkeit.

Definition 1.4.1 Sei U C R" eine offene Menge und f : U — R" eine Abbil-
dung, [ heifit im Punkt x € U total differenzierbar (oder Differenzierbar), falls
es eine lineare Abbildung A : R™ — R™ qibt, die f in der Ndihe des Punktes x in
folgenden Sinne approzimiert. Es gibt eine Umgebung von x, in der gilt

flx+8) = flx) + A) + ¢(£) (1.13)

Wobei ¢ eine in einer Umgebung der Null in R™ definierten Funktion mit Werten
m R™ ist, so dass
i 28

&0 [lell

Bemerkung 1.4.2

1. Die Bedingung an ¢ ist eine Forderung an die Giite der Approximation.
Wiirde man etwas von limg_o p(§) = 0 verlangen, so wire aus der Defini-
tion lediglich die Stetigkeit von f bei x folgen. Insbesondere folgt aus der
Definition sofort, dass eine in x differenzierbare Abbildung auch in x stetig
it.

2. Fir m =n =1 liefert dies die tbliche Differenzierbarkeit von Funktionen
in einer Variablen und A = f'(x) ist die gewdhnliche Ableitung (Tangen-
tensteigung).

3. Ist die lineare Abbildung A durch eine m x n-Matrize (a;;) gegeben und
schreiben die Komponenten

f1 @1
f= : o= : ,
fm Om
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so lasst schreiben als

Jj=1

Dies zeigt auch, dass f genau dann in x € U differenzierbar ist, wenn alle
Komponentenfunktionen in x differenzierbar sind. (Denn limg_,q 2 _ =0&

Tell
i(8) _
limg o 548 = OV,

4. Die Bedingung in der Definition schreibt man oft so:

flx+8) = f(x) + A+ o([[€]]) (1.15)

Wobei o das ,,Landau-Symbol” bezeichnet. Dies steht fiir eine in einer Um-
gebung der Null definierten Funktion p, fir die gilt:

o©)
plo) = 0, im e =0

Dieses Symbol wird oft als Abkiirzung fiir einen Fehlerterm (der eventuell
zu vernachlissigen ist) benutzt. Mit dem Argument ||€|| gibt man die Giite
der Approximation an, z.B: ist fiirt reell:

t3cos(t) = o(t?)

Beachte aber, dass o(||€||) nicht bedeutet, dass der Fehler eine Funktion von

€] dst.

Satz 1.4.3 Sei U C R” offen und f : U — R" eine Abbildung, die im Punkt
x € U differenzierbar ist, so dass

flx+8) = flx) + A+ o(ll€])

mit der reellen m x n-Matriz A. Dann sind alle Komponenten von f partiell
differenzierbar in x und es gilt:

ofi

Insbesondere Ist die Matrix A durch f eindeutig festgelegt.
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Beweis Seieni € {1,....,m} und j € {1,...,n}. Es gilt

fil@+8) = file) + ) anke + ¢il€)

k=1

wobei ¢;(§) = o(||£]]). Setze nun £ := h - e;, wobei e; den j-ten kanonischen
Basisvektor des R™ bezeichnet, h € (—¢,¢).

fz(x + h@j) = fZ(ZE) + Clijh + goz(he])

was fiir A # 0 dquivalent ist zu

0

Dies zeigt, dass f; bei x nach den j-ten Koordinatenrichtungen partiell differen-
zierbar ist mit
Ofi

o, (z) = ay

O

Definition 1.4.4 Sei U C R" offen und f : U — R™ eine Abbildung, die im
Punkt x € U partiell differenzierbar ist. Dann nennt man die Matriz

of;
Df(x) = (a—i)lﬁsmsm
J

die aus den partiellen Ableitungen von f bei x gebildet wird die Jacobi-Matriz als

Funktionalmatriz von f bei x.

Andere Schreibweisen:
df O(f1, - fm)
D - J = — = —
@) = Jpw) = (o) = Gt
Ist f bei x differenzierbar, so nennt man D f(x) auch das Differential oder die
Ableitung von f bei x.

Beispiel Sei f:R? — R?, f(x1, 22, 23) = (v122,73). Dann gilt:

T T 0
Df(xl’xQ’x?’):( 02 25612 o)

Um die Differenzierbarkeit einer Abbildung nachzuweisen, steht uns bis jetzt nur
die Definition (|1.4.1)) zur Verfiigung. Ein oft einfach anzuwendendes Kriterium
ist das folgende:

Satz 1.4.5 Sei U C R" offen und f : U — R eine in U partiell differenzierbare
Funktion. Alle partiellen Ableitungen D;f seien im Punkte x € U stetig. Dann
ist f in x (total) differenzierbar.
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Beweis Der Einfachheit halber fithren wir den Beweis nur fiir n = 2 Dimen-
sionen durch (Das Argument ldsst sich auf n-Dimensionen verallgemeinern). Sei
0 > 0, so dass das Achsenparallele Quadrat mit Mittelpunkt x und Seitenléinge
26 ganz in U liegt.

Sei nun § = < gl > mit &, |§2] < 0. Wir gehen nun von Punkt x zum Punkt
2

x + &, indem wir uns parallel zu den Koordinatenachsen bewegen. Seien z’ =
r+&e, 1’ =x+&ep +&ey =+ & Dann gilt, wobei wir 2 mal den Mittelwert-
satz der (eindimensionalen) Differentialrechnung anwenden:

fla+8)—f(x) = f@") = f () +f ()= f(2) = f (&' + &aea) — f(2) + [z + G1e1) — [ ()

D2f(m’—:9rz§262)52 D1f(£+E£161)51
Mit 64,60, € [0, 1].
Setze nun a; := D, f(z) fir 2 = 1,2, dann kénnen wir schreiben:
fle+€) = +Zaz& Z 20D 4 0,6ies) — ai)
i=1
—o(¢)

Aufgrund der Stetigkeit iiber partielle Ableitungen D, f bei x gilt:

i 28 _

=0 [€]]

U

Bemerkung 1.4.6 FEs gelten also folgende Implikationen: Stetig partiell diffe-
renzierbar = (total) differenzierbar = stetig. Auferdem, folgt aus (total) diffe-
renzierbar = partiell differenzierbar.

Insbesondere sind stetig partiell differenzierbare Funktionen auch stetig. Die Um-
kehrungen geilten im Allgemeinen nicht, vergleiche Beispiel . Wegen die-
ser Zusammenhénge nennt man stetig partiell differenzierbare Funktionen kurz
stetig differenzierbar.

Beispiel 1.4.7 Aus Satz folgt, dass Polynome auf dem R"™ differenzierbar
sind (denn sie sind stetig partiell differenzierbar).

Satz 1.4.8 (Kettenregel) Seien U C R" und V' C R™ offene Mengen und g :
U—R™ f:V — RF Abbildungen mit g(U) C V. Die Abbildung g sei im Punkt
x € U differenzierbar und die Abbildung f im Punkt y := g(x) differenzierbar.
Dann ist die Verkettung

fog:U =Rz f(g()) (1.18)
im Punkt x differenzierbar und es gilt fiir ihre Ableitung

D(fog)(x)=Df(g(z))- Dg(x),(f o g)(x) = f'(g(z)) - g () (1.19)



KAPITEL 1. DIFFERENTIALRECHNUNG IM RY 21

Wobei die Multiplikation auf der rechten Seite Matrizenmultiplikation (bzw. Ver-
kettung von linearen Abbildungen) bezeichnet.

Beweis Sei A := Dg(z),B := Df(y). Wir wollen zeigen, dass f o g bei x
differenzierbar ist mit D(f o g)(xz) = BA. Es gilt

gz +8&) = glx)+ AL+ ¢(§)
fly+n) = fly)+Bn+yn)
(&) = o(llgll), ¥ (n) = o([Inll)

Untersuche nun

foglx+&) = flg(z+&) = flglx)+ AL+ () =
~~~ ‘H/—'::n
= f(g(z)) + B(AL+ »(§)) + V(AL + 9(§))
fog(x) + BAS + Bo(§) + (AL + ¥(§))
=x(¢)

Der Satz ist bewiesen, wenn wir x(§) = o(||||) gezeigt haben.

X(S)
Zo el ~

Aus ¢(&) = o(]|§||) folgt sofort By(€) = o(|[£]|). AuBerdem ist wegen p(§) =

o(|[€]]) der Term £ W fiir kleine & beschriankt. Es gibt also eine Konstante k£ > 0

mit () < K||€||. Da (stetige) lineare Abbildungen £ — A beschrinkt ist, gibt
es also eine Konstante ¢ > 0 mit ||A¢|| < ¢ - [[£]|

Wegen ¢(n) = o(||n||) gilt ¥(n) = ||n|| - ¥1(n) mit lim, 11 (n) = 0. Daraus folgt
[P(AS+ ()N < | AE + ()] - l[¥1 (AE + (€I < (e + RIS - 1 (A& +(€))]I

Also gilt limg_,o % = 0, insgesamt haben wir x (&) = o(||¢]|) gezeigt. O

X (&) = o([€])) &

Beispiel 1.4.9 Seien U,V C R" und g : U — V ein Diffeomorphismus, d.h.
g ist bijektiv, differenzierbar und die Umkehrabbildung f = g~ ' ist ebenfalls
differenzierbar. Dann gilt Vx € U, dass Dg(x) eine invertierbare Matriz ist und

es gilt (Dg(x))™" = D(g~")(g(x))-
Beweis Es gilt f o g =idy, also gilt nach Kettenregel

Df(g(z))Dg(x) = D(f o g)(x) = D(idy)(z) = 1, = (Dg(x))"" = D(g_l)(?l(ﬂ;)g)
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Beispiel 1.4.10 Se: U C R", I C R offen und seien f : U — R eine differen-
zierbare Funktion, sowie g : I — R"™ eine differenzierbare Kurve. Dann ist die
Verkettung f o g : I — R differenzierbar und es gilt

(o)) = 3 2 0(0) (0 = (V1 (9(0)). 0)

Beweis Dies folgt direkt aus der Kettenregel, denn

DIGW) = (G0, o (o0)

50)
Dg(t) = | . @
! ( e (1)

Die Behauptung folgt nun aus:

D(fog)(t) = Df(g(t) - Dg(t)

Definition 1.4.11 Sei U C R"™ offen und f : U — R eine Abbildung. Sei weiter
x € U ein Punkt und v € R™ ein Vektor. Unter der Richtungsableitung von f bei
x in Richtung v versteht man (im Fall der Ezistenz) den Wert:

D,f(x):= %f(x—l—tv)hg (1.21)

Fiir v = ¢; ist also D, f(x) = D, f(x) = D, f(z) die i-te partielle Ableitung.
Satz 1.4.12 Ses U C R" offen und f : U — R"™ eine stetige differenzierbare
Ableitung. Dann gilt fiir jedes x € U und v € R"

D, f(x) = Df(z)v
~— ——
Richtungsableitung — Matriz mal Vektor

Ist insbesondere f : U — R eine stetige Funktion, so gilt:
Dy f(z) = (v, V f(z)) (1.22)

Beweis Sei g : R — R™ definiert durch ¢(t) := x + tv = (z1 + tvy, ..., T, + tvy,).
Fiir gentigend kleines € > 0 gilt g((—¢,¢)) C U, alsoist h:= fog: (—¢,e) = R™
definiert. Nach Definition der Richtungsableitung gilt

dh

Duf(x) = (e + 0)emo = (0
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Nun folgt aus der Kettenregel (bzw. Beispiel (1.4.10))) fiir jedes j = 1, ..., m:

s (402 (o) — S~
Zaf 7 0)_Za£»<‘”>”i
7 —0 7

worraus die erste Behauptung folgt. Fiir m = 1, f; = f, gilt speziell

0
Bemerkung 1.4.13 Gilt ||[v|| =1 und Vf(x) # 0, ist der Winkel
Vf(x) 1
cosf = (v, ) = D, f(x) (1.23)
Vi@ V@)
Daraus sehen wir, dass fiir ||v|| = 1 die Richtungsableitung genau dann maximal

wird, wenn v und V f(z) in diesselbe Richtung zeigen, das heifit der Vektor V f(z)
gibt also die Richtung des stéarksten Anstiegs von f an (und seine Lénge die
Steigung in diese Richtung).

Beispiel 1.4.14 Wir betrachten die eindimensionale Wellengleichung

of f 0

ox2 o2
fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f : R? — R, (x,t) — f(x,t). Wir
fiihren eine Koordinatentransformation durch. Dazu betrachten wir die Abbildung
g:R? = R2 (&) — (E+n,E—n) (sog. Lichtartige Koordinaten) und betrachten
nun die Funktion F := f o g auf R?. Berechne

o _of 991 0f 992 _
Fe: = 5(57) ((5, ) - 8§+ (9(&m)) - D¢
0 0
= a—i(g(f,n)Ha—{(g(f,n))
_OF . _0f0n 00w _0f of
b= au(g’n)_8x6n+8t on  Or Ot

(Fy = 5-(5+ glae.m) =

o a? Fooorr o -
= (Groz ~ a0z T awor g 9E& M) =
o2 f  Of

ox?  Ot?
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[ ist also genau dann eine Losung der Wellengleichung, wenn Fe, = 0 gilt. Dies
gilt genau dann wenn F¢ nicht von n abhingt, also genau dann wenn

3
Fem = [ e(s)is + hin)

*

(* Konstante kann von n abhingen.) Fir eine stetig differenzierbare Funktion
v : R — R und zweimal stetig differenzierbar Funktion h : R — R. Ingesamt
folgt: f ist eine Losung der Gleichung genau dann wenn:

x+t r—t
h
2 )+ ( 2

F(&mn) = f(E+n,6—n) =g(&) +hn) = g( )

flx,t)

Mittelwertsatz im Mehrdimensionalen Im Beweis von Satz ((1.3.8) und
Satz (1.4.5) haben wir den eindimensionalen Mittelwertsatz in folgender Form
verwendet:

Mittelwertsatz Ist f eine differenzierbare Funktion auf dem Intervall [
und sind x + £ € I, so gibt es 6 € (0,1), so dass gilt:

fle+8) = fla) = [0 + )€

In dieser Form lasst sich der Mittelwertsatz nicht auf Vektorférmige Funktionen
f I — R"™ iibertragen.

Setzt man jedoch vorraus, dass f stetig differenzierbar ist, so folgt aus dem Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung;:

x4+ 1
fr+ &) — flz) = / f'(u)du = ( / f(a+ tE)dt)e

Im Gegensatz zur ersten Variante haben wir hier den Wert der Ableitung an
einer Zwischenstelle durch den Mittelwertsatz der Ableitung auf dem Intervall
zwischen x und x + & ersetzt. In dieser Form lasst sich der Satz ins Mehrdimen-
sionale iibertragen.

Da das Differential einer Vektorwertigen Funktion mehrere Variablen einer Ma-
trix ist, benotigen wir dazu ein Integral iiber eine matrixwertige Funktion. Sei

A(t) := (ai;(t)) eine reelle nzm-Matrix, deren Eintrége stetige Funktionen auf
einem Intervall [to, ¢1] seien. Dann definieren wir das Integral komponentenweise:
Jihandt .. [ an(t)dt

t1
/ A(t)dt =
to t1

Lan(t)dt . [ an(t)dt
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Satz 1.4.15 Sei U C R" offen und f : U — R™ eine stetige differenzierbare
Abbildung. Sei x € U und & € R™ derart, dass die ganze Strecke x +t£,0 <t <1
in U liegt. Dann gilt:

o+ 6) — flz) = / Df(x + t€)dté

Beweis Sei f (f fn) Betrachte gi(t) := fi(z+t£). Damit gilt: fi(z+&) —
filx) = gi(1) fo gi(t fo > i gj} (x4 t&)&;dt O

Einige wichtige Folgerungen:

Definition 1.4.16 (Norm einer linearen Abbildung) Seien V,W normier-
te Vektorraume und A : V. — W eine stetige (beschrinkte) lineare Abbildung.
Setze

[A[:= sup{[|A(v)[| | v e Vo]l <1}

Nach Satz und Beispiel (1.1.7)(7) gilt || A]| < oc.

Begriindung

JA(@)]| = [I(A(—

HxHW”)” < [lAfll

Lemma 1.4.17 Sei v : [a,b] — R™ eine stetige Vektorwertige Funktion auf dem
Intervall [a,b] C R. Dann gilt, wobei || - || hier die euklidische Norm auf R™

bezeichnet:
I [ oy < [ oo

Beweis Setze u := f;v(t) € R” und K := ||ul|. Dann gilt:

K? = (u,u) = (/ v(t)dt, u) :/ (v(t),u)dt <

[ 1@ e =& [ oo

IN
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Korollar 1.4.18 Sei U C R offen und f : U — R™ eine stetig differenzierbare
Abbildung. Sei x € U und & € R™ derart, dass die ganze Strecke x +t£,0 <t <1
in U liegt. Dann gilt:

1 (z+&) = f(2)]| < MIE]]
Wobei

M := sup ||Df(x+t&)||
te(0,1]

die Norm der Matriz darstellt.

Beweis Nach dem Mittelwertsatz (1.4.15)) gilt:

1@+ &) — f@)l = | / (Df(x+E)€)dt] < / IDf (e + €] - €t < M -]

O

1.5 Taylorformel und lokale Extrema

Das Differential liefert eine Annédherung durch eine affin-lineare Funktion, oder
mit anderen Worten, durch ein Polynom ersten Grades. Dies ist jedoch nicht im-
mer ausreichend um die Eigenschaften einer Abbildung zu untersuchen. Deshalb
werden wir jetzt auch Annéherungen durch Polynome beliebig hohen Grades be-
trachten. Dies fiihrt uns auf die Taylorformel, die Approximationen beliebig hoher
Ordnung ermoglicht. Wir werden dies insbesondere anwenden, um Funktionen auf
lokale Extrema zu untersuchen.

Bezeichnung 1.5.1 Sei a = (ay, ..., a,) € N ein n-Tupel natiirlicher Zahlen.
Wir definieren || := a1 + ... + ap,al = aq! - -+ - ). Ist f eine |a|-mal stetig
partiell differenzierbare Funktion

af
pof=popg. — 0

T —
Oxi*...0xon

wobei D" = D;...D; und fir v = (xy,...,x,) € R". Sei % :=a{* -+ - xln.
——

a; mal

Beispiel Sei a = (1,4,2) und f : R?* — R 7-mal stetig partiell differenzierbar.
Dann gilt: a=14+4+2="7,a! =1!-4!.2! =48.

pep_ O

Oz10x30x3
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Satz 1.5.2 Sei U C R"™ offen und f : U — R eine k-mal stetig partiell differen-
zierbare Funktion. Sei x € U, & € R™, so dass die Strecke x +t£,0 <t < 1 ganz
wn U liegt. Dann ist die Funktion

9:[0,1] =R, g(t) := f(z + )
stetig differenzierbar und es gilt
d*qg

. .
=) =D f(z+16)¢ (1.24)

|laf=k

9(t) =
Die Summe liuft hier iber alle n-Tupel mit |a| = k.

Beweis

1. Wir zeigen zunéchst durch Induktion iiber k, dass

dkg
dtk Z le an(x + tg)gn fzk
114yl =1
Fiir k£ =1 liefert die Kettenregel (|1.4.10):
G0y~ oy sty 160 = 3 Dufe £ 1006
at A’ Ly n) = — i i
k—1~k:
dkflg n
dik—1 (t) - Z Dzk,lpzlf(x + tf)&lgzk71
..... ’Lk =1
d*g d al’C lg "
= %(t) - dtk 1 DJ > DD fa+t8)&, &, )é

Jj=1 U1 yeenyip—1=1

2. Da f k-mal stetig ist kommt es auf die Reihenfolge der Differentation nicht
an, und wir kénnen in einige Summanten zusammenfassen. Kommt
unter den Indizes (i, ..., 4) die Zahl 1 genau aj-mal vor, 2 genau as-mal,
usw., so kénnen wir schreiben:

leDllf($ + té-)é-llgzn = Dal...Dan($ + té-) ?1...&?”

Nun gibt es genau
k! k!
arl..a,! al
k-Tupel von Indizes (i1, ..., i) bei denen jeweils die Zahl v genau «,-mal
vorkommt, wobei a; + ... + a, = k, so kénnen wir ([1.24)) umschreiben als:

d* k! k!
() = 3 SDPLD fa &G = Y =D (w4 )E°

dtk !
laf=k laf=Fk
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Definition 1.5.3 Wir setzen fiir m € N:

Pu(§) =" Daf(w)é“ (1.25)

ol

laf=m

Dann ist P,, ein (homogenes) Polynom (m-ten Grades) in der Variablen £ =
(&1y..,&n) € R™. Wir nennen

1.6 =Y =Y X (1.26)

k=0 la|<m

das Taylorpolynom m-ten Grades von f im Punkt x. Fir n = 1 liefert dies das
aus Analysis I bekannte Taylorpolynom fiir Funktionen einer Variablen, so dass
dann gilt:

m (k) (o
ZPk(t):Zf k'( ) i (1.27)

Satz 1.5.4 (Taylorformel) Sei U C R" offen, x € U und § € R", so dass
x+t§ € UVt € [0;1). Sei f : U — R eine (k + 1)-mal stetig differenzierbare
Funktion, dann existiert ein 0 € [0,1], so dass

S =y DI 5 D0 o

al
|a|<k |a|=k+1

Beweis Indem wir den Satz auf die eindimensionale Taylorformel zuriickfiihren.
Dazu betrachten wir wieder wie in die Funktion g : [0,1] — R, ¢(t) :=
f(xz + t&). Nach der Taylorformel fiir Funktionen einer Veréinderlichen existiert
ein 6 € [0, 1], so dass

g1 =3 47O 9" 0)

= ml (k+1)!
Nun folgt die Behauptung, wenn wir die in Satz ([1.5.2)) berechneten Terme fiir
die Ableitung von ¢ einsetzen. 0

Beispiel Wir berechnen das Taylorpolynom zweiten Grades der Funktion f(x, z5) =
e” - 3 im Punkt (0, 0). Dazu berechnen wir:

£(0,0) = 0, Dy f(w1,22) = e™ay = 0,..D3 f (w1, 25) = 2™ = 2
Alle Ableitungen bis zur 2. Ordnung verschwinden aufler D3 f(0,0). Somit folgt:
_ _ D f(0,0) ., _ D2D1f(0,0)
D) =D(6,&) = ) — 8 == iy

o <2

G6 =6
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Korollar 1.5.5 Sei U C R" offen, x € U und 6 > 0, so dass Bs(x) € U. Sei
f U — R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt V¢ € R™ mit
€] <6

k
fle+y) = Pul&)+o(l¢]*) (1.28)
m=0

Beweis Nach (1.5.4) gibt es ein von £ abhéngiges 6 € [0, 1]. Somit folgt:
D*f(x) D f(x+6E)
faty = 3 P, 5 DTE0) 0

! o!

DI LN SR

|| <k ' lo|=k

Wobei ro (€) := 221 (“95) D@ Wegen der Stetigkeit von D f gilt lime Lo ra(§) =
0. Setze nun ¢(§) = Zla\ kra( ) - £~ Es folgt wegen:

« al Qn
SIS ST
ENF gl flg]}e
fiir || = k. Daher ist lim¢_ ‘f(f = 0, das heifit (&) = o(||¢||*). O

Wir wollen das Ergebnis von Korollar (1.5.5) nun in den Spezialfdllen m =
0, 1,2 betrachten.

1. Beispiel 1.5.6 Es gibt nur ein n-Tupel o = (ay, ..., ap,) € Nj mit |o| =0,
ndamlich (0, ...,0). Wir erhalten:

0

1) = 2L &0 i)

Das heif$t das 0-te Taylorpolynom st die Konstante:
To(§) = f(x) (1.29)

Aus folgt in diesem Fuall die Aussage, dass f bei x stetig ist.

Approximation durch affin-lineare Abbildung Bei m = 1 gilt: Die
Tupel a € Nj mit |a| = 1 sind gerade e; = (1,0, ...,0),...,e, = (0,...,0,1).

Wir erhalten po
1) = 7 + Y2 T

=1

Daraus folgt folgende Aussage:

= f(x) +(Vf(2),§) (1.30)
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3. m = 2: Es gibt zwei Arten von n-Tupeln a € Njj, so dass die Summe der
Eintrage 2 ergibt, ndmlich

e die Vektoren 2¢; = (0,...,0, 2 ,0,...,0) fir i € {1,...,n}.
e die Vektoren e; +¢; = (0,...,0,_ 1 ,0,..,0, 1 ,0,...,0) fiir i,j €

{1,...n},i<j.

Also ergibt sich:

—~1f 0 f
() = f($)+<vf($)a€>+Z§W(fE)§+ > ey, (18 =
i=1 v 1<i<j<m I
B 1~ O*f
= T+ VA5 3 e

Wegen der Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen. Der letzte Term ist

eine quadratische Form, so dass man mit Hilfe einer Matrix A mit (a;;) =

2 .
91 _(z) auch schreiben kann:
Ox;0x;

To() = F(x) + (V/(2), ) + 5{AE.)

Definition 1.5.7 Sei U C R" eine offene Teilmenge und f : U — R eine zwei-
mal stetig differenzierbare Funktion. Unter der Hesseschen Matrixz (oder Hesse-
Matriz) versteht man die nzn-Matriz:

_ %
N 81‘18%]

((Hessf)()),; :

(z),1<i,5<n

Wegen der Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen ist die Hessesche Matrix
symmetrisch, das heif3t:

(Hessf)(z))" = ((Hessf)(x))

Korollar 1.5.8 Set U C R"” offen, f: U — R zweimal stetig differenzierbar und
x € U. Dann gilt:

Flo+8) = £(2) + (VH(2).€) + 5{(Hess @), €) +of€]7)

Beweis Wurde in (|1.5.5]) gezeigt.
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Beispiel Fiir n = 2:
1

flz+E) = f(x)+D1f(:z:)§1+D2f(x)§2+§D1le(x)§f+D1D2f(:c)§1§2+%D2D2f(:c)§§+o(\|§|]2)

Definition 1.5.9 Sei U C R" offen und f : U — R. Fin Punkt x € U heifst
lokales Maximum (bzw. lokales Minimum) von f, falls es eine Umgebung V' C U

von @ gibt. f(y) < f(z) (baw. f(y) > f(x)) ¥y € V.
Ein Punkt x € U heif§t isoliertes lokales Maximum, falls es eine Umgebung V' C U
von x gibt, so dass f(y) < f(z)Vy € V\{z}. Ein lokales Extremum ist ein lokales
Maximum oder Minimum.

Unmittelbar aus Lemma 5.9, Analysis I Skript von Prof. Bunke, folgt:

Satz 1.5.10 Se: U C R"™ offen und besitze die partiell differenzierbare Funktion
f:U — R ber x ein lokales Extrema. Dann gilt:

Vf(x)=0

Beweis Betrachte g;(t) := f(x+te;). Da U offen ist, gibt es ein Intervall (—¢, ¢)
auf dem g; definiert ist. Die Funktion g; hat bei 0 € (—¢, ¢) ein lokales Extremum
also gilt: 0 = ¢}(0) = %(x). Also verschwinden alle partiellen Ableitungen von f

bei z und es folgt Vf(z) = 0. O

Definition 1.5.11 Se: U C R" offen, f : U — R partiell differenzierbar. Die
Punkte x € U mit 0 = V f(x) nennen wir kritische Punkte der Funktion f.

Wir wollen uns {iiberlegen, wie man lokale Extrema anhand der Taylorformel
bestimmen kann.

Lemma 1.5.12 Sei U C R"™ offen, f : U — R zweimal stetig differenzierbar. Sei
x € U ein kritischer Punkt (V f(z) =0) und £ € R", so dass ((Hessf)(z)&, &) >
0. Dann gibt es ein 6 > 0, so dass f(x +t&) > f(x) fir alle t € (—0,0)\{0}.

Beweis Es gilt nach (1.5.8)):
t
flz+18) = fz) +

2
E(Hess @& + ()
mit p(t) = o(||t||*), das heifit limtﬁo% = 0. Also gibt es ein 6 > 0, so dass
lo(t)] < %tz fir t € (—9,0)\{0}, A := ((Hessf)(x)&, &).

2

fla+ 1) = f(2) + SA+(0) > [(2)
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Wiederholung FEine symmetrische reelle nzn-Matrix A heif3t:

e positiv definit, falls (A&, &) > OVE € R™\{0}

e negativ definit, falls (A, &) < 0V¢ € R"\{0}

e positiv semidefinit, falls (A€, &) > OVE € R™

e negativ semidefinit, falls (A, &) < OVE € R™

e indefinit, falls es £, € R gibt mit (A&, &) > 0 und (An,n) < 0.
Aus dem Lemma folgt:

Satz 1.5.13 Sei f : U — R zweimal stetig differenzierbar, U C R™ offen und
haben f bei x € U ein lokales Mazimum (bzw. Minimum). Dann ist ((Hessf)(z))
negativ semidefinit (bzw. positiv semidefinit), das heifit es gilt:

(Hessf)(x)¢, &) < 0(= 0)VE € R”

Beweis Habe f bei z ein lokales Maximum. Gébe es ein { € R" mit ((Hessf)(z)&, &) >
0, so wiirde aus ([1.5.12) ein Widerspruch folgen. O

Dass die Hessematrix an einem kritischen Punkt positiv (bzw. negativ) semi-
definit ist, ist jedoch nicht hinreichend dafiir, dass die Funktion dort ein Extre-
mum annimmt.

Beispiel 1.5.14

fizy) = 22 +9°
fQ(xay) = 5172
fs(zy) = 2°+y°

Fiir alle 3 Funktionen verschwindet der Gradient im Nullpunkt und es gilt:

(Hessfi)(0,0) = ( - ),k:: 1,2,3

Die Hessematrix ist also positiv semidefinit, denn:

(Hessfi)(0,0),8,6) = 261 > 0,Y6 = (€1,6) € R
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Aber

e f1 hat bei 0 ein isoliertes lokales Minimum.

e f> hat ein lokales Minimum bei (0, y) - ist also nicht isoliert, da f5 nicht von
y abhéngt, das heifit Punkte auf y-Achse haben selben Funktionswerte.

e f5 hat bei 0 weder ein lokales Minimum noch ein lokales Maximum.

Gilt jedoch die stéarkere Aussage, dass die Hessematrix positiv (bzw. negativ)
definit ist und einen kritischen Punkt hat, dann folgt sogar die Existenz eines
isolierten lokalen Extremums.

Satz 1.5.15 Sei U C R" offen, f : U — R zweimal stetig differenzierbar. Habe
f bei x einen kritischen Punkt und sei Hessematriz (Hessf)(x) bei x positiv
(bzw. negativ) definit. Dann hat f bei x ein isoliertes lokales Minimum (bzw.
Mazimum).

Beweis Sei S = {£ € R" | ||€|| = 1} die Einheitssphidre um Null in R™. Da
S kompakt ist, nimmt die stetige Funktion & — (A, &) fir jede Matrix A €
Mat(n,n;R) ihr Maximum an. Speziell fiir A = (Hessf)(x) gilt, dass dieses
Minimum g positiv ist, da (Hessf)(z) als positiv definit vorrausgesetzt wurde.
Es gilt:

Flo +6) = () + 3146, + (6)
mit (&) = o(||¢]|?). Wihle nun § > 0, so dass

£(©)] < Llel?
fir ||€]|| < 9.
1 1
fe+8) = f@) +3 <AH§”, ré_H) €17 +¢(6) = f(@) + Zullgl? > f(@)
~——
>p

Bemerkung 1.5.16 Sei A € Mat(n,n;R) eine symmetrische reelle nxn-Matriz.
Dann gibt es eine Orthonormalbasis vy, ...,v, € R" aus Figenvektoren zu reellen
Figenwerten A1, ..., \, € R. Stellen wir einen Vektor & € R™ beziiglich dieser
Basis dar als

g = glvl + gnvn
so folgt

(6, AL) = (6101 + o+ LU, MEUL+ oo+ Anntn) = D NET
=1

Daran sieht man, dass A genau dann
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e positiv definit ist, wenn Ay, ..., A\, >0

e negativ definit ist, wenn Ay, ..., A\, <0

o positiv semidefinit ist, wenn Ay, ..., A\, >0

e negativ semidefinit ist, wenn Ay, ..., A\, <0

e indefinit ist, falls es einen positiven und negativen Figenwert gibt

Fiir n > 2 sind die Eigenwerte aber im Allgemeinen schwierig zu bestimmen.
Deshalb wollen wir noch ein einfacheres Kriterium fiir die Definitheit einer sym-
metrischen Matrix wiederholen.

Satz 1.5.17 (Hurwitz) Sei A € Mat(n,n;R) eine reelle symmetrische Matriz.
Dann ist A genau dann positiv definit, wenn gilt:
ay; ... Qig
Die Determinanten det : : sind fir k = 1,...,n alle positiv. Da
arr ... Qg
A genau dann negativ definit ist, wenn —A positiv ist, folgt sofort:
A ist genau dann negativ definit wenn die Determinanten positiv sind fiir gerade
k und negativ fiir ungerade.

a1 ... — a1k ai;y ... Qg
det : : = (=1)* det

—Qp1 ... —0Agk a1 ... Qg

Warnung Ersetzt man ,definit” durch ,semidefinit” in (1.5.17), so gilt nur
noch die ,,=” Richtung. Denn zum Beispiel fiir die Matrix

10 0
A= 0 0 0
00 -1
0
sind die drei zu bestimmenden Determinaten alle > 0, aber fiir ¢ = | 0 | folgt
1

(AL, &) = —1. A ist nicht positiv semidefinit (sondern indefinit!).

1.6 Banachscher Fixpunktsatz, implitzite Funk-
tionen und Umkehrsatz

Definition 1.6.1 Fine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen
heifit Lipschitz-stetig, falls es eine Konstante C' € R gibt mit d,(f(z), f(y)) <
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C-dy(z,y) fir alle x,y € X, wobei d,,d, die Abstandsfunktionen auf X bzw. Y
bezeichnet. Eine Abbildung heifit kontrahierend oder Kontraktion, falls die obige
Bedingung fiir ein C' < 1 erfillt ist.

Satz 1.6.2 (Banachscher Fixpunktsatz, Kontraktionsprinzip) Sei X ein
vollstindiger metrischer Raum und f : X — X eine Kontraktion. Sei xy €
X beliebig als Startwert und die Folge (x,)nen induktiv definiert durch x,yq =
f(z,)¥n € N. Dann hat f genau einen Fizpunkt, das heifit es gibt genau ein
x € X mit f(z) = x und die Folge x,, konvergiert gegen x.

Beweis Wir zeigen zuerst, dass es hochstens einen Fixpunkt geben kann. Sei-
en z,r’ € X mit f(x) = z, f(z/) = 2/, # /. Dann folgt d(f(z), f(y)) <
C' d(z,z’). Dies ist ein Widerspruch!

<1
Wir zeigen nun, dass x, eine Cauchyfolge ist. Mehrfaches Anwenden der Drei-

ecksungleichung liefert:
d(xm mnHﬁ) < d(xm $n+1> + d(anrla anﬂ) <
< d(@n, Tpy1) + d(Tps1, Togo) + oo+ d(Tngk—1, Tntk)

Wir wenden nun die Kontraktionseigenschaft an, um die einzelnen Summanden
weiter abzuschétzen:

d(zp, Tpi1) = d(f(xn-1), f(xn)) < C-d(zp_1,2,) < ... < C"d(x0,71)

Also gilt d(xp,, Tpir) < Zf:_ol C"*id(xg,z1). Da die geometrische Reihe Y, C*
fiir C < 1 konvergiert, folgt die Cauchy Eigenschaft fiir x,,. Die Folge x,, hat also
einen Limes z € X und wegen

= lim x, = lim f(x,) = f(lim z,) = f(x)

n—~o0 n—0oo n—oo

ist dieser ein Fixpunkt von f - wir wir gesehen haben, der einzige. 0

Bemerkung 1.6.3 Aus dem Beweis folgt aufSerdem die Fehlerabschdtzung

1 1-C" cn
de(l‘o,xl) = (1 _ C — 1 O )d(!ﬁo,ﬁl) = 1 Cd($0,$1)

WE

d(zy,z) <

B
I

0

Beispiel 1.6.4 Heronverfahren zur Ndherungsweisen Berechnung der Quadrat-
wurzel. Statt x> = 2 fiir positive x zu lésen, suchen wir eine Lisung der dazu
dquivalenten Fixpunktgleichung 2x = x + 92—0 Sr=3+ % Also definieren wir die
Funktion f(x) = % + 2. Nach dem Mittelwertsatz gilt:

d(f(z), f(y)) = [f(z) = f()] = /()] |z —y]

d(z,y)
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Fiir ein & zwischen x und y. Wir berechnen

1 1 1
! =l —=|<Z.x>1
@l =15 -l <502
Kontraktion im Intervall [1,00) mit C = % Setze nun o = 1. Berechnung von
T = %, Ty = % sorgt bei 2. Schritt schon fiir sehr genaue Annihrung an /2 (mit

Ergebnis x4 = 1,416 ).

Implizit definierte Funktionen Unter einer implizit definierten Funktion
versteht man eine Abbildung, die nicht durch eine explizite Abbildungsvorschrift,

2
wie zum Beispiel f(z) = 322 +5,y(t) = ( ) , ... gegeben ist, sondern durch

cost
Gleichungen, wie zum Beispiel:

f(z)arctan(f(x) + ) = 2> + o, f(z)* +2° =1, ...

Wir wollen im Folgenden eine Bedingung kennenlernen, unter der eine eindeutige
Losung fiir den Funktionswert f(x) existiert.

Beispiel 1.6.5 Sei f : R?2 — R eine stetig differenzierbare Funktion auf dem R2.
FEine Funktion g : R — R konnte dann implizit durch eine Gleichung

ft,g(t)) =0

gegeben sein. Anders ausgedriickt: Der Graph von g ist eine Hohenlinie der Funk-
tion f (namlich zum Wert f =0).

Es geht also um die Frage, unter welchen Bedingungen die Hohenlinie f~1({0})
einer Funktion f : R? — R als Graph {(¢,g(¢)) | t € R} einer Funktion g : R — R
darstellt werden kann.

Betrachten wir ein Beispiel. Sei ¢ > 0 und f : R? — R mit

flzy) =2>+y*—c¢

Dann ist f71({0}) = {(z,y) € R?, f(x,y) = 0} der Kreis um 0 mit Radius /c.
Offensichtlich gibt es keine Funktion g : R — R, so dass f~'({0}) der Graph
von g wire, denn fiir |z| < /z gibt es jeweils 2 Losungen y = ++v/¢ — 22 und
fiir |x| > /c keine. Schrinken wir die Funktion f aber geeignet ein, zum Beispiel
auf die Menge U := {(z,y) € R? | |z| < /¢,y > 0}, dann gibt es eine Funktion
g: (—vc,+/¢) = Ry mit f(x, g(x)) = 0, ndmlich g(x) = v/¢ — 2. Wir wollen ein
Kriterium fiir die lokale Existenz einer solchen Funktion beweisen.

Beispiel 1.6.6 Sei U C R? offen und F : U — R eine differenzierbare Funktion.
Sei g : I — R eine auf dem Intervall I C R definierte differenzierbare Funktion,
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so dass der Graph von g in U enthalten ist und es gilt: F(x,g(x)) = 0.
Durch differenzieren dieser Gleichung mit Hilfe der Kettenregel erhalten wir:

Dy F(z,g(x)) + Do F(z, g(2))g'(x) =0
Unter der Vorraussetzung, dass DoF(z,g(x)) # 0 ist, folgt:

. DiF(xg(x))
9 = =5, iz, g@))

Fiir die Ableitung der implizit definierten Funktion g. Wie der folgende Satz zeigt,
ist die Bedingung Dy F(x, g(x)) # 0 sogar hinreichend fiir die lokale Existenz einer
impliziten Funktion. Wir formulieren die Aussage fiir beliebig viele Dimensionen.

Satz 1.6.7 (Uber implizite Funktionen) Seien U; C R¥ und Uy, C R™ offe-
ne Mengen und
F: U1 X U2 — R™
(z,y) — F(z,y)
eine stetig differenzierbare Abbildung. Sei (a,b) € Uy x Uy ein Punkt, so dass
F(a,b) = 0 und die maxm-Matriz %—’Z(a, b) invertierbar ist. Dann gibt es offene
Umgebungen Vi C Uy von a und Vo C Us von b und eine stetig differenzierbare
Abbildung g : Vi — Vs, so dass gilt:
1. F(z,g9(z)) =0Vx € V}

2. Ist (z,y) € Vi x Vi ein Punkt mit F(x,y) =0, so folgt y = g(x).

Beweis

1. Wir kénnen ohne Einschrankung (a,b) = (0,0) annehmen. Setze B :=
63—5(0,0) € GL(m,R). Definiere nun:

G:U xUy—R"™ G(z,y) ==y — B 'F(x,y)

Es gilt:
oG oF
- =1, — B
3y (z,9) = 1m 7 (z,9)

Daraus folgt:
oG

—(0,0) =0
5 0.0
Da alle Komponenten der Matrix %—i stetig von (z,y) abhéngen, gibt es
eine Umgebung der Null W; C U; und Wy C Us, so dass H%H < & fiir alle

(x,y) € Wi x Wy. Wihle ein 7 > 0, so dass:
Tsi= {y R | Iyl <} C W
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Wegen der Stetigkeit von G und da G(0,0) = 0 ist, gibt es eine offene
Nullumgebung V; C Wy, so dass

r
= sup G, 0)]| < £
zeVy

2. Wir zeigen jetzt, dass es genau eine stetige Abbildung g : Vi - Vs gibt, so
dass F(z,g(x)) =0z € Vi & g(z) = G(z,g(x)) fiir alle z € V; gilt.

Fixpunkgrgleichung
Nun haben wir die Gleichung fiir das gesuchte g(z) also als Fixpunkt-
gleichung (fiir die Abbildung y — G(z,y)) formuliert. Aus der obigen

Abschétzigen fiir die Norm von %—5 und Korollar ((1.4.18) folgt, dass die

Abbildung y — G(x,y) fiir jedes = € W, eingeschréinkt auf V5 Lipschitz-
Stetig mit Konstante C' = % ist.

Wir betrachten un die Folge go(z) = 0, gns1(z) == G(z,gn(z)),z € Vi
Wir zeigen nun, dass diese Folge den offenen Ball V; nicht verlaBt. Es gilt
llg1(z)|| < e. Induktiv zeigt man, dass

1
l9n+1(2) = gu(2)|] < e

ist. Mit gy () = 300 (gi1(2) — gi(x)) folgt:
N-1y
gn ()| < Z 52 <2<r

1=0

Wie im Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes sieht man nun, dass die Fol-
ge gn(x) gegen den einzigen Fixpunkt von y — G(z,y) auf V5 konvergiert.
Aus der Fehlerabschitzung folgt, dass die Folge sogar gleichméfig
konvergiert und somit nach Lemma 4.67, Analysis I Skript von Prof. Bunke,
die Abbildung = +— g(z) stetig ist.

3. Noch zu zeigen: g : Vi — Vs stetig differenzierbar. Setze dazu: A =
9£(0,0) € Mat(m,m;R). Aus der Differenzierbarkeit von F' bei (0,0) ha-
ben wir

F(z,y) = Az + By + ¢(z,y)

mit ¢(x,y) = o||(z,y)||) wegen F(z,g(z)) = 0¥z € V; erhalten wir daraus

g(x) = =B 'Az — B o(z, g(x)) (1.31)

Zeige: Es gibt Konstanten 0 < 6 und 0 < K, so dass Bs(0) C V; (Abschluss
des d-Balls) und |[|g(z)|| < K||z||V||z| < 6.
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Bewies hierzu ) := [|[B7'A||,Cy := ||B7Y| - Wegen p(x,y) = o(||(z,y)||)
gibt es Konstante d;,d, > 0, so dass [|o(z, )| < 55 1(z,9)]| < 55 (] +
lly|]) fiir ||z|| < 61, |ly|| < 02. Da g stetig ist, gibt es 0 < § < 4y, so dass

lg(@) |} < 05, [lz] <&
Deshalb gilt:
1
Iz, gDl < 5l + lg())
fiir ||z]] <. Aus (1.31) erhalten wir nun

lg(@)[| < Cullz]l + Collp(z, g(x))|| < Cullzl| + 5 (Ilwll +llg()l)

= @) < 2(Cs + 3)

w_/
=K

Nun koénnen wir ([1.31)) benutzen, um die Differenzierbarkeit von g bei 0 zu
zeigen. Setze 1 (x) := —B'p(x, g(x)). Dann hat (1.31)) die Form

g(z) = =B 'Az + ()

Nun folgt aus p(x,y) = o(||(z,y)||) und ||g(z)|| < K||z| fir kleine =, dass
¥(x) = o(||x]|). Dies zeigt, dass g bei 0 differenzierbar ist mit Ableitung:

Dg(0) = ~(5,(0.0) 5(0,0) = ~5 4

Im letzten Schritt wenden wir die bis jetzt gezeigte Aussage auf alle Punkte
(x,g(x)) in einer kleinen Umgebung von (0,0) = (0, g(z)) an. Die Bedin-
OF

gung, dass a—(x y) invertierbar ist, gilt ndmlich (wegen der Stetigkeit der

Determinante) In einer ganzen Umgebung von (0,0) und es folgt, dass (in
eventuell verkleinerten Umgebung V) C V4, V5 C Vo) mit g : Vi — V4 dif-

ferenzierbar ist. Da Dg(z) = — (%5 (z, g(2)))~ (%I;(x g(x))) fir alle z € V}

gilt, g stetig ist und F stetig differenzierbar ist.
O

Beispiel 1.6.8 Betrachte
F:R* = R? (z,y,u,v) — (zy + ucos(u), (1 — y)v + zsin(u))
Diese Abbildung bildet den Punkt (1,0, 0,0) auf (0,0) ab. Es gilt
<=~

a b
or ([ cos(u) —usin(u) 0
I(u,v) (@9, u,0) = ( x cos(u) 1—vy
Somit ist ?F)(l 0,0,0) = ( 1 1 ) invertierbar.
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Nach Satz (1.6.7) existiert also offene Umgebung Vi von (1,0) € R? V, von
(0,0) € R? und eine stetig differenzierbare Abbildung

g: Vl - V27 ((I?,y) = (gl(x,y),gg(x,y))

so dass F(x,y,q1(x,y),92(x,y)) = (0,0) fir alle (z,y) € Vi. Auerdem gilt fiir
jedes (z,y) € Vi und (u,v) € Vo mit F(z,y,u,v) = 0, so dass

u=gi(r,y),v = ga(x,y)

Beispiel 1.6.9 Betrachten wir noch einmal Beispiel , den Kreis mit Ra-
dius \/c um 0 als Nullstellengebilde der Funktion f(z,y) = 2?> +y*> —c¢,c > 0
auf R?. Da V f(z,y) = (2x,2y) nirgends auf S (Kreisbahn) mit S = f~'({0}) =
{(z,y) € R? | f(z,y) = 0} verschwindet, kénnen wir S durch eine Umgebung
jedes Punktes auf S als Graph einer Funktion darstellen und zwar entweder als
Graph einer Funktion von x oder eine Funktion von y.

S ER*| —Ve<z<ey=vVe—22}U

)
7y)€R2|_\/E<$<\/E,y:—M}U

)

y)

ER?| —Ve<y<e,r=Ve—22}U

{(
{(
{(
{( ER?*| —Ve<y<e,r=—Ve— 22U

T
U x
U T
U T

Umkehrabbildungen Seien Uy, U; offene Mengen des R™ und f : Uy — U, eine
stetig differenzierbare Abbildung. Wir wollen uns nun mit der frage beschéftigen
unter welchen Bedingungen f ein C!-Diffeomorphismus ist, das heifit wann f
eine stetig differenzierbare Umkehrabbildung besitzt. Eine notwendige Bedingung
dafiir haben wir schon im Beispiel hergeleitet. Sei a € Up,b = f(a). Aus
go f = Idy, mit der Kettenregel Dg(b)D f(a) = 1 - die Einheitsmatrix. Also muss
die Funktionalmatrix D f(a) invertierbar sein. Der folgende Satz zeigt, dass diese
Bedingung auch hinreichend ist, wenn man die offenen Mengen U;, Us eventuell
verkleinert.

Satz 1.6.10 (Umkehrsatz) Sei U C R" offen und f : U — R™ eine stetig
differenzierbare Abbildung. Sei a € U,b := f(a). Die Jacobi-Matriz D f(a) sei
wnvertierbar. Dann gibt es offene Umgebungen Uy von a und Uy von b, so dass f
die Mengen U, bijektiv auf Us abbildet und so, dass die Umkehrabbildung

9:=(fir,)"' U — U,

stetig differenzierbar ist.
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Beweis Da eine Umehrabbildung implizit durch die Gleichung

z— f(g(z)) =0

definiert ist konnen wir den Impliziten Funktionensatz ((1.6.7) anwenden. Be-
trachten F' : R" x U — R", (z,y) — x — f(y). Es gilt F(b,a) = b— f(a) = 0.
Satz (1.6.7) ist anwendbar, da %—g(b, a) = —D f(a) nach Vorraussetzung invertier-

bar ist. Es gibt also offene Umgebungen V; von b und V5 von a und eine stetig
differenzierbare Abbildung

9:Vi—= Vo, 0= F(z,9(z)) =z — f(g(x))

Setze Uy := Vo N f71 (V) = {y € Vo | f(y) € Vi}. Dann ist U; offen und wird
durch f bijektiv auf U; := V; abgebildet. O

Beispiel 1.6.11 Polarkoordinaten in R%. Wir betrachten die Abbildung
f:(0,00) x R — R? (r,¢) + (rcos p, rsin @)

Wir berechnen die Jacobi-Matrix:

Df(r, o) = ( cosp —rsingp )

siny  rcose

Um die Invertierbarkeit zu tberprifen wird die Determinante der Jacobi-Matriz
berechnet:
det(Df(r,¢)) = r(cos® ¢ +sin* ) =r > 0

Die Jacobi-Matrix ist also iiberall invertierbar. Die Abbildung f ist aber nicht
injektiv, denn fiir r > 0, ¢ € R werden die Punkte {(r, ¢ + 27k) | k € Z} alle auf
denselben Wert abgebildet.

Man kann f zu einem globalen Diffeomorphismus machen, indem man es auf eine
geeignete Menge einschrinkt, zum Beispiel:

m™ T

U; = (0,00) x (—5,5),

Uy = f(Uh)

In diesem Fall kann man die Umkehrabbildung sogar explizit angeben:

g:Uy = Uy, (z,y) — (Va2 + 12, arctan(%))

= f ist ein lokaler, aber kein globaler - Diffeomorphismus.
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Extrema unter Nebenbedingungen Wir betrachten folgendes Problem: Auf
einer offenen Teilmenge des R™ seien zwei Funktionen f und h gegeben. Wir
wollen lokale Extrema der Funktion h, eingeschrénkt auf die Nullstellenmenge

M:={zeU| f(x) =0}

der Funktion f finden. Dabei reicht es die Punkte zu betrachten, an denen der
Gradient von h verschwindet, wie folgendes Beispiel zeigt:

Sei U = R?, f : R? — R gegeben durch f(x,y) = 2> +y*—c,c > 0. M ist also der
Kreis um 0 mit Radius /¢, h sei ,,Hohenlinienfunktion” h(x,y) = y. Offensichtich
nimmt h|y sein Maximum bei (0, v/¢) und sein Minimum bei (0, —y/c) an. Der
Gradient von h, Vh(z,y) = (0,1). Der folgende Satz gibt ein Kriterium fiir das
Auffinden von Extrema unter Nebenbedingungen.

Satz 1.6.12 Sei U C R” offen, f : U — R eine stetig differenzierbare Funktion
und

M:={zxeU| f(x)=0}

die Nullstellenmenge von f. Sei a € M ein Punkt mit V f(a) # 0. Weiter sei
h : U — R eine stetig differenzierbare Funktion, die im Punkt a ein lokales
Mazimum (bzw. Minimum) unter der Nebenbedingung f = 0 besitze, das heifst es
ezistiert eine Umgebung V- C U mit h(a) > (<)h(x) fir alle x € M NV. Dann
existiert ein A € R, so dass gilt:

Vh(a) = AV f(a)

Bemerkung Man nennt A einen Langrangeschen-Multiplikator. Im obigen Bei-
spiel gibt es ein solches A genau in den Punkten (0,4+/c), denn Vf(x,y) =
(2x,2y) und Vh(z,y) = (0,1).

Es gilt VA(0, /) = AV f(0, £/¢), A = £3.

Beweis Da Vf(a) # 0, konnen wir nach einer eventuellen Umnummerierung
der Koordinaten annehmen, dass %(a) # 0 gilt. Nach dem impliziten Funktio-
nensatz gibt es also eine offene Umgebung V; € R"™! von (ay, ..., a,_1),
eine offene Umgebung V5, C R von a, mit V; x Vo C U, sowie einer stetig diffe-
renzierbare Funktion g : Vi — V5, so dass gilt:

Mﬂ (‘/1 X ‘/2) - {(xlwwxn) € ‘/1 X ‘/2 | Ty = g(‘rlv‘”axn—l)}

Da also 0 = f(z1, ..., 2p_1,9(x1, ..., Tp1)) fiir (z1, ..., 2,_1) € Vi gilt, folgt aus der
Kettenregel:

of af g

0=gp @+ 5 (@7~

(a1, yap_q),i=1,...,n—1 (1.32)
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Statt h betrachten wir jetzt die Funktion:
H: Vi =R H(zy,.p1) = h(x1, e, Tp1,9(x1, ooy Tp1))

Da h im Punkt a ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung f = 0 hat,
gibt es eine Umgebung V' C V; von (ay,...,a,-1), so dass H(ay,...,an_1) >
H(zy,...,xn_1),Yx € V; gilt. Somit besitzt H ein lokales Extremum bei (ay, ..., a,—1)
und es folgt:

(a1, ap1) (1.33)

Setze A gleich

)
g (a)
Aus (1.32)) und ((1.33) folgt:
oh of

0

Beispiel 1.6.13 Sei U = R", h(x,y) = x? — 3y>. Wir bestimmen die Extrema
von h unter der Nebenbedingung f = 0 fiir f(x,y) = 2*+y*—1. Also die Extrema
von h auf dem Einheitskreis um 0.

Es gilt:

Man sieht hier sofort, dass Vh nur dort ein Vielfaches von Vf sein kann, wo
entweder z = 0 odr y = 0 gilt.

= (£1,0), (0, £1) - es gilt A(£1,0) = 1, h(0, £1) = —3, dies sind also die globalen
Maxima bzw. Minima von h auf dem Einheitskreis um 0. Da der Kreis kompakt
ist wissen wir, dass das Minimum und das Maximum tatséchlich angenommen
wird.

Beispiel 1.6.14 Sei A = (a;;) € Mat(n,n;R) eine symmetrische nxn-Matriz.
Damit kann man eine Funktion auf R™ definieren durch

n

h(z) = (z, Az) = Z ;T2

3,j=1
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(die zugehirige quadratische Form). Wir wollen die Extrema von h, eingeschrdnkt
auf die Einheitssphdre um 0 bestimmen, das heifit die Extrema von h unter der
Nebenbedingung f =0 mit

F@) = () — 1= P 1= S — 1
=1

Also gilt hier M := f~1({0}) = {x € R™ | ||z|| = 1}. Dazu werden wir wieder die
Lagrange-Multiplikator-Methode anwenden. Berechne dazu den Gradient
von f.

Vf(z)=(2x1,2x9,...) = 2x

Oh 0 - ox; ox;
8—5616(55) - 8_9519”2_:1 i jLilj = Z(aiﬂia—xi + az‘ja—ml’j) =

ij=1
n n n
= E ap;T; + E Qip%i = 2 E ki T

Die k-te Komponente von Vh(z) ist also 2> 7" | ayx;. Das ist gerade die k-te
Komponente des Vektors 2Ax also folgt

Vh(x) =2Ax

damit gilt:
Vh(z) = AV f(x) & 2Ar =2 \r & Az = \x

Da M kompakt ist, wird das Maximum (bzw. Minimum) in einem Punkt v € M
angenommen. Dieser Punkt ist also ein Eigenvektor zum Eigenwert A von A.
Wegen

h(v) = (v, Av) = (v, W) = A (v,v) = A
g

folgt, dass ein Eigenvektor zum groBten (kleinsten) Eigenwert von A ist. Ins-
besondere haben wir damit bewiesen, dass eine reelle symmetrische naxn-Matrix
mindestens einen reellen Eigenwert besitzt.

1.7 Parameterabhingige Integrale und Variati-
onsrechnung

Wir wollen uns nun zunéchst mit folgenden Problem beschéftigen: Sei (z,y) —
f(z,y) eine Funktion mit zwei Variablen. Fiir feste y betrachten wir das Integral

a < z < b und erhalten damit eine Funktion ¢(y) := fab f(z,y)dx des Parameters
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y. Wir wollen untersuchen, unter welchen Vorraussetzungen an f die Funktion ¢
stetig oder differenzierbar von dem Parameter y abhéngt (und wann man Limes-
bildung und Integral vertauschen darf bzw. unter welchem Integral differenziert
werden darf). Dies werden wir unter anderem nutzen, um die Eulerschen Diffe-
rentialgleichungen der Variationsrechnung herzuleiten.

Lemma 1.7.1 Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall und U C R™ eine beliebige
Teilmenge. Die Funktion

fola, bl x U =R, (z,y) = f(z,9)

sei stetig. Weiter sei (yx)ren eine konvergente Folge von Punkten in U mit ¢ ==
limy_ .o yr € U. Dann konvergieren die Funktionen

Byt fa,b] — R, Fi(x) = f(2,yr)
fiir k — oo gleichmdflig gegen die Funktion:
F:la,b) - R, F(z) := f(z,c)
Beweis Nach Satz (|1.2.3)) ist die Menge @ := {yx | ¥ € N} U {c} kompakt,
abgeschlossen und beschrinkt. Deshalb ist die Menge [a,b] X @ C R™"! abge-
schlossen und beschriankt - somit kompakt. Nach Lemma 4.59, Analysis I Skript,

ist also fiaxo — R gleichméBig stetig. Sei ¢ > 0 gegeben dann existiert ein
d > 0, so dass fur alle (z,y), (2, y) gilt:

Iz, y) = () <6 = [f(x,y) = fla )| <e

Wegen limy, = ¢ gibt es ein N € N mit |lc — yx|| < 0¥k > N. Daher gilt fiir
k>N, |f(x,yx) — f(z,c)| < e fir alle z € [a,b]. Das implitziert wiederrum

Fy(z) — F(z)| < eVx € [a,b],k > N

Das heifit die Funktionenfolge konvergiert gleichméafig gegen F'. 0

Lemma 1.7.2 Die Folge stetiger Funktionen Fy, : [a,b] — R konvergieren gleichmdfig
gegen die (somit stetige) Grenzfunktion F : [a,b] — R, F(x) = lim Fi(z). Dann
darf man Integration und Limesbildung vertauschen, das heifit es gilt

b b b
lim Fk(x)dx:/ lim Fk(x)dx:/ F(z)dz

k—oo a k—oo
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Beweis Sei ¢ > 0 vorgegeben. Dann gibt es wegen der gleichméfBigen Konver-
genz ein N € N, so dass fiir alle z € [a, 0] gilt:

|Fy(z) — F(2)] < ﬁ e, k>N

Somit gilt Fj(z) — ¢ < F(z) < Fj(z) + c fiir alle = € [a, b]. Daraus folgt:

/:(Fk(x) —c)dr < /abF(:r)dx < /:(Fk(x) +O)dz

& J/ [\ S/
-~

:f; Fy(z)dz—e :ff Fy(z)dz+e

Also folgt:
b b
|/ Fk(x)dx—/ F(z)dz| < e
O

Satz 1.7.3 Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall, U C R™ eine beliebige Teil-
menge und f : [a,b] x U — R eine stetige Funktion. Fir y € U sei p(y) :=
f;f(x, y)dz. Dann ist die dadurch definierte Funktion ¢ : U — R stetig.

Beweis Sei ¢ € U ein beliebiger punkt und (yx)ren eine Punktfolge in U mit
lim y;, = ¢. Dann gilt, wenn wir wieder (1.7.1]) anwenden:

Fule) = f(a, ), F(z) = f(z,0)
o) = / Fy()dz A
b
oly) = / F(z)dz

Da nach (1.7.1)) Fj gleichméBig gegen F' konvergiert, konnen wir nach ((1.7.2)
Integral und Limes vertauschen, das heifit es gilt:

b b
lim Fk(m)dm:/ F(z)dx

k—o0 a

Also gilt ¢(yr) —k—oo ©(C), Was zu zeigen war. O

Lemma 1.7.4 Seien I,J zwei kompakte Intervalle f : I x J — R, (z,y) —
f(z,y) eine stetige Funktion, die nach der zweiten Variable stetig differenzierbar
ist. Sei weiter ¢ € J und y, € J eine Folge, die gegen ¢ konvergiert mit y;, # c.
Seien auf dem Intervall I Funktionen Fy, F definiert durch

— 0

Yk — C ) a_y(xac)

dann kovergiert die Funktionenfolge F}, gleichmdfig gegen F.
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Beweis Sei ¢ > 0 vorgegeben. Nach Lemma 5.49, Analysis I Skript von Prof.
Bunke, ist die Funktion Dy f : I x J — R gleichméfig stetig (da sie stetig ist und
I x J kompakt). Also gibt es ein § > 0, so dass fiir alle y,y' € J gilt:

ly—y'| <0 = |Dof(z,y) — Dof (z,y)| <e

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir Funktionen einer Variable
(Lemma 5.11, Analysis I Skript von Prof. Bunke) gibt es zu jedem k € N ein
N zwischen y, und ¢ mit Fi(z) = Dof(x,nx). Wihle nun ein N € N, so dass
lc — yi| < 0VE > N. Da n;, zwischen ¢ und y; liegt, gilt auch |¢ — | < 0 fiir
k > N und es folgt:

|F(z) — Fi(z)| = |D2f (2, ¢) — Do f (x,m) < €
fir alle x € I und kK > N. n

Damit kénnen wir eine Bedingung beweisen, unter der wir ,, Unter dem Integral
differenzieren” diirfen.

Satz 1.7.5 Seien I,J kompakte Intervalle und f : I x J — R eine stetige Funk-
tion, die nach der zweiten Variablen stetig partiell differenzierbar ist. Firy € J

definiere

Dann ist die Funktion ¢ : J — R stetig differenzierbar und es gilt:

dp
ay( y) = By == (r,y)dz

Beweis Sei ¢ € J und y; € J eine gegen ¢ konvergente Folge mit y; # c¢. Die
Funktionen Fj und F' seien wie in ((1.7.4]) definiert und aus ([1.7.4]) folgt, dass Fj
gleichméfig gegen F' konvergiert. Es folgt:

ply) —pl0) _ [ f(@ye)de — [; (=, c) foye) = flz0) )

Y, — C Y — C Y — C

= /Fk(x)dx, k — oo, F}, — F gleichméfig
I

= a—fx x
/IF(x)d:E = Iay( ,y)d

Somit existiert ¢'(c) fiir jedes ¢ € J und es gilt:
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Beispiel 1.7.6 Wir wollen benutzen, um das Integral

X
/ zetdx
0

zu berechnen. Dies kann man natirlich mit Hilfe der partiellen Integration tun.
Statt dessen betrachten wir aber die Funktion:

F(y)—/ edx
0

Zum Beispiel fiir y € [1,2]. Dann gilt:

1 1
F(y) = |- = —-(e" =1
() [y Ja=6 y( )
Somit gilt:
1
F'(y) = ——=(e% — 1) + —ae™
() yg( ) ;

Nach Satz (1.7.3)) gilt aber andererseits:

a 8 a
F'(y :/ —e’wdm:/ re™dx
) o Oy 0

Der Wert des gesuchten Integrals ist also:
F'(1) = —e”+ 1+ ae”

Als eine erste Anwendung wollen wir uns noch einmal mit der in (|1.3]) gestellten
Frage beschéftigen, wann ein stetig differenzierbarer Vektor der Gradient einer
Funktion ist. Sei also U C R"™ offen und v = (vy,...,v,) : U — R™ ein stetig
differenzierbares Vektorfeld f : U — R, so dass Vf(z) = v(z). Also:

of
a:[’i

() =vi(z),VeeU,i=1,...,n
Bereits in (|1.3)) haben wir uns iiberlegt, dass dann (da f dann zweimal stetig
differenzierbar) nach Satz (1.3.8]) gilt:

9% f 02 f v, v,

(x),Yxe Ui, j=1,..,n

Insbesondere gilt fiir n = 3, dass rot(v) = 0. Die Bedingung D;v; = Djv; ist
also notwendig fiir die Existenz einer Funktion f mit V f = v. Wir wollen jetzt
auch eine hinreichende Bedingung herleiten. Sei f,v wie oben mit V f = v. Seien
a,r € U zwei Punkte so, dass die Strecke zwischen a,z ganz in U liegt, das
heifit es gilt a + t(x — a) € U fiir alle ¢t € [0,1]. Dann kénnen wir die Funktion
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g:10,1] = Rt — f(a+t(x — a)) betrachten. Fiir die Ableitung ¢'(¢) gilt nach

der Kettenregel ((1.4.10)):

gﬁl{z (a+ 1tz = a)(ws = a;) = 3 _vila+ 1tz = a)) (2 — @)

=1

g(t) =

Es folgt

f(x) = g(1) = g(0) + / g0t = fla)+ Y / vila + t(z — a))dt(z; — a;)

Satz 1.7.7 Sei U C R" eine offene Teilmenge, die sternformig beziiglich eines
Punktes a € U 1ist, das heif§t fir jedes x € U liegt die Strecke zwischen a,x in U
(also a +t(x —a) € U fir allet € [0,1]). Sei v = (vq,...,v,) : U — R" ein stetig
differenzierbares Vektorfeld fiir das D;v;(x) = Djv;(z) fir allex € U,i,j =1,...n
gilt. Dann st die durch

- Z/O via+ (e — a))dt(z; - a,)

definierte Funktion stetig differenzierbar und es gilt:

Vfix)=wv(z),VeeU

Beweis Zur Vereinfachung setzen wir ohne Einschrénkung a = 0. Wir betrach-

ten also . .
= Z/ v;(tz)dtz;
i=1 70

Nach geeigneter Einschrénkung kénnen wir auf die Funktion (¢, x;) — v;(txy, ..., tzy,)

Satz (1.7.5)) anwenden. Dann folgt:
or;
= d t
a%]f (z) Zz:: ar, / vi(te)dtz;) = Z / or, i(te)dtx; + / v, (tx) o,
= Z/ Ui( ) -+/ v’(tx)dt:Z/ Uj(tx)txi—i—v-(tx)dt:
i=1 70 axj 0 ’ =1 /0 le J

1o t=1__
- / (b))t = toy(t2) [ 5h= v(2)

Also ist Vf(xz) = v(z) und da v insbesondere stetig ist, ist f also auch stetig
differenzierbar. [l
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Bemerkung (|1.7.6]) ist ein Spezialfall des Poincaré-Lemmas.

Beispiel 1.7.8 Wir betrachten zwei Vektorfelder auf R?.

1.
v(xy, z2) = (v1(21, T2), v2(x1, T2)) = (2122, T122)
Es gilt:
D1U2($1,$2) =Ty # D2U1(I1, 1’2) =T
Es gibt also keine stetig differenzierbare Funktion f : R* — R mit V f(z) =
v(z).
2.

w($1,$2) = (w1($1,$2),w2($1,$2)) = ($1$%7$%$2)

Es gilt:
Dlwl(iﬁ, 5172) = 21129 = D2w2($1, 332)

Nachdem die Integrabilititsbedingung erfiillt ist, gibt es also (da R? sternférmig
beziiglich 0 und vy stetig differenzierbar) nach (1.7.7)) eine stetig differen-
zierbare Funktion f : R?* — R mit V f(z) = w(z), ndmlich:

1 1
f(x1,20) = /wl(twl,tmg)xldt+/ wy(twy, tag)rodt =
0 0

1 1
1
= /t%i’x%dt—i—/ t%%x%dtzéxfxg
0 0

Doppel- und mehrfache Integrale Seien [a,b] C R, [c,d] C R zwei kompakte

Intervalle und f : [a,b] X [¢,d] — R eine stetige Funktion. Nach Satz (1.7.3)) ist
die Funktion

b
Fly) = / £z, y)du

stetig auf [c, d]. Daher existiert das Doppelintegral

/CdF(y)dy = /cd(/:f(fv,y)dx)dy

Man konnte f aber zuerst beziiglich y und dann beziiglich x integrieren. Der
folgende Satz zeigt, dass sich dabei der selbe Wert ergibt.

Satz 1.7.9 Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

/cd(/abf(x,y)dl’)dy = /ab(/cdf(%y)dy)dx
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Beweis Wir definieren eine Funktion ¢ : [¢,d] — R durch:

o = ([ sty

Dann gilt ¢(c¢) = 0 und nach (1.7.5)) ist ¢ differenzierbar und es gilt:

d = [ 2 i = [ s

Daraus folgt:

/Cd /abf(“fvwdfﬂdy = /Cd ¢ (y)dy = (d) —p(c) = /ab /Cdf(x,t)dtdx

Bemerkung Fiir das Doppelintegral schreibt man auch:

b d
/ f(z,y)drdy = / / [z, y)dydz
[a,b] x[e,d] a c

ol

Ein analoger Satz gilt auch fiir eine stetige Funktion, die auf einem Quader I; x

Iy x Iy x ... x I, = [ay,by] X ... X [ap, b,] C R™ definiert ist.

(Anfinge der) Variationsrechnung In der Variationsrechnung geht es dar-
um, in einem Raum von Funktionen § diejenigen zu finden, die ein gewisses
Funktional (eine Abbildung § — R) haben. Typisches Problem: Finde unter al-

len Kurven, die zwei Punkte verbinden, diejenige(n) mit kiirzesten Lange. Ein

einfaches Variationsproblem konnte, zum Beispiel, so aussehen: Wir betrachten

den Raum von Funktionen § := {p € C?%([a,b]) | p(a) = c1,(b) = ¢z}, also die

Menge aller zweimal stetig differenzierbaren Funktionen, die an den Endpunkten
a und b vorgegebene Werte ¢y, co annehmen. Auf F' definieren wir jetzt eine Ab-
bildung S : § — R die wir minimieren wollen, das heiffit wir wollen eine Funktion

¢ € §,s0dass S(p) = inf{S(v) | ¥ € §}. Das Funktional S soll wie folgt definiert

S(p) = / Lit,olt), &' () dt

wobel
L:[a,b] x RxR—R,(t,y,p) — L(t,y,p)

eine zweimal stetig differenzierbare Funktion ist.
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Beispiel 1.7.10 Seien a,b,c,d € R mit a < b und se:

§={p € C*([a,b]) | pla) = c,p(b) = d}

als Funktional S verwenden wir die Bogenlinge, welche in Analysis I Definition
6.25 eingefiihrt worden ist, der Kurven:

[a,b] — Rt (t,0(t)),S(p) := / V 1+ ¢(t)2dt

Das heifst wir setzen L(t,y,p) := /1 + p?. Somit hdangt S hier im Beispiel nicht
von t,y ab.

Satz 1.7.11 Sei § wie oben, L : [a,b] x R x R — R eine zweimal stetig differen-
zierbare Funktion und S(p) = f: L(t,p(t),¢'(t))dt. Falls S(p) =inf{S(¢) | ¢ €
S} fir ein o € § gilt, dann erfillt ¢ die Eulersche Differentialgleichung:

Gt pl0,9/0) = St o0, '(0) =0

Fiir alle t € [a,b].

Beweis Sei ¢ € § eine Funktion mit S(p) < S(¢)V¢ € F. Wir fithren nun
eine Variation der Funktion durch. Dazu wihlen wir eine beliebig zweimal stetig
differenzierbare Funktion

g:la,b] = R, g(a) = g(b) =0

und betrachten die Funktionenschar mit ¢ — ¢(t) + eg(t). Fiir jedes ¢ € R ist
dann ¢+ g eine Funktion in § und wir definieren F': R — R, F'(¢) := S(p+eg).
Die Funktion F' nimmt also bei ¢ = 0 ein Minimum an. Mit Satz folgt:
Da F' bei ¢ = 0 ein Minimum hat, gilt

oF oF /b G,

SO =0= T = [ Lt plt) + 290, (1) + =g (0)de

= Z—j(...)g(t)+g—§ "(t)dt

a

Den zweiten Summanden behandeln wir nun mit partieller Integration.
b b
oL , OL _ d OL
—(.)gWdt = =—(..)g(t t_b—/ ———(..)g(t)dt
5, (-9 (0t = 2 (a0) 2= [ 55 (a0

-~

=0,9(a)=g(b)=0

a
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Also erhalten wir

0= 0= [ (e, #0) ~ 5 (o0, O gl

(&

®

Der Satz ist gezeigt, da man aus der obigen Gleichung, die fiir alle zweimal stetig
differenzierbaren Funktionen ¢ : [a,b] — R mit g(a) = g(b) = 0 gilt, folgern kann,
dass die Funktion (x) gleich Null ist. Das zeigen wir mit dem nachfolgenden
Lemma. U

Lemma 1.7.12 Seien a,b € R, a < b mit f : [a,b] — R eine stetige Funktion,
die folgende Eigenschaft hat: Fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion g :
[a,b] — R mit g(a) = g(b) =0 gilt fabf(t)g(t)dt = 0. Dann ist f(t) = OVt € [a, b].

Beweis Da [ stetig ist geniigt es zu zeigen, dass f(t) = 0 fiir alle t € (a,b).
Annahme: Es gebe z € (a,b) mit f(z) # 0. Ohne Einschrinkung ist ¢ := f(z) >
0. Dann existiert ein § > 0, so dass [z — d,x + ] C (a,b) und so dass f(t) >
SVt € [x — §, 2 4 d]. Man kann nun eine zweimal stetig differenzierbare Funktion
g : |a,b] — [0, 00) konstruieren mit g(z) > 0,¢(¢t) = 0 fiir t ¢ [x — J, 2 + 6]. Nun
folgt:

b x+6 c 46
0= [ fgtna= [ o= [ gt o
a x—0 =9
Somit folgt der gewiinschte Widerspricht. Also muss doch f(t) = 0Vt € (a,b)
sein. O

Zuriick zu Beispiel (|1.7.10)): Wir wollen diejenige Funktion ¢ aus § bestimmen,
deren Graph minimale Lénge hat, also:

b
() ::/ I+ o)t

Die Funktion L hat also die einfache Gestalt

L(t,y,p) = /1 + p?

und hé&ngt somit nicht von ¢ und y ab. Es gilt

oL _y 8—L(typ)——L

ay Y ap Y ) 1 + p2

Die Eulersche Differentialgleichung ((1.7.11]) liefert uns:
d OL oL

%a_p@v Qp(t% Qpl(t)) - a_y(t> gp(t), Spl(t)) =0
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Also in diesem Fall:

/ 12,0 e
d / 14 " ¥ /_1+<p’2_0

Il S
dt /1_{_@/2 < 1+<P,2
P (t)
MY (1 — — 7Ny "E) —
#0) (1= Tay) =0= ) =0

s

b
Wenn es also iiberhaupt eine Losung des Variationsproblems gibt, dann muss ¢
ein Polynom 1. Grades sein, welches p(a) = ¢ und ¢(b) = d erfiillt.

c
a—>b

(t —a)+

= olt) = (t—b)

Das heifit nur das verbindende Geradenstiick kann eine Losung sein. Dass das
verbindende Geradenstiick tatséchlich minimale Lénge hat kann man hier durch
geometrische Uberlegungen nachweisen. Im Allgemeinen ist es schweirig zu zeigen,
dass das Minimum tatséchlich angenommen wird.

Beispiel 1.7.13 (Anwendungen in der Physik) Hamiltonsches Prinzip
der kleinsten Wirkung. Wir bemerken zundchst, dass sich Satz lez’cht
auf den Fall verallgemeinern lisst, dass ¢ : [a,b] — R™ eine Funktion nach R"
mit Komponenten ¢ = (1, ..., pn) ist. Dazu wdhlt man eine Funktion

L:fa,b] x R" x R™ = R, (£, Y1, e, Yns P1y -y Pn) — Lt Y1, ooy Yy D1y ooy Pr)
und betrachtet
F={¢:la,b] = R" | ¢ € C*([a,b]),p(a) = ¢, p(b) = d}

fiir ¢,d € R™ mat:

b b
SZ:/ L(t,(p(t),(,@l(t))dt:/ L(t’¢1(t>a"'7<:Dn(t)790/1(t)7"'agpg(t))dt

Fiir eine dem Funktional minimierende Funktion o € § gelten dann die Euler-
schen Differentialgleichungen:

— / _ / _ 1
g oy, (1P (0) = 52600, () = 0,1 = 1,

Beim Hamiltonschen Prinzip der kleinsten Wirkung beschreibt die Funktion ¢, ..., ¢,
den Zustand des physikalischen Systems zur Zeit t, L(t, p,¢’) ist die Lagrange-
Funktion.
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Bei reibungsfreien, mechanischen Systemen ist L gleich der Differenz T' — U aus
kinetischer Energie T' und potentieller Energie U.

b
S(p) = / L(t, o(t), (1))t

ist das sogenannte Wirkungsintegral. Das Hamiltonsche Prinzip sagt: Fiir den
tatséchlich ablaufenden Vorgang ¢ wird die Wirkung S(¢) minimal, wird also
durch die Eulerschen Differentialgleichungen beschrieben.

Beispiel 1.7.14 Bewegung eines Massenpunktes im R? unter dem Finfluss ei-
nes zeitlichen konstanten Potentials U : R® — R, (xq, 29, x3) — U(x1, T2, x3). Die
Bewegung eines Massenpunktes wird beschrieben durch die vektorwertige Funkti-
on z(t) = (x1(t), za(t), z3(t)),x : [a,b] — R3. Seine Geschwindigkeit ist v(t) =

dr(t) = (@1(t), @2(t), @3(t)). Die kinetische Energz'e ist somit

i (it
Fiir die Lagrangefunktion L =T — U gilt:

L(z,v) = %(Uf +v3 4+ v3) — Uz, 79, 73)

(sie héngt nicht explizit von der Zeit ab) Es gilt:

oL —(9U oL
6951- 8 8112

Die Eulerschen Differentialgleichungen lauten somit:

= mv;

d, . ou .
—_——

Dies kann man so zusammenfassen:
mi(t) = =VU(x(t))

Aus dieser Gleichung folgt insbesondere, dass die Gesamtenergie £ = T + U
zeitlich konstant bleibt:

Zmz 2+ U(x1(t), 22(t), 23(t))

Fiir die Ableitung nach der Zeit erglbt sich somit:
dE :

= 3 wmi (o) + §f< (1)) = #:(~VU () + VU (2())) = 0




Kapitel 2

Gewohnliche
Differentialgleichungen

2.8 Einfiihrung

Aufgabe Bestimme alle Funktionen y = f(x),z € (0, 00), so dass die Tangente

an den Graphen in jedem Punkt (z,y) € 'y die y-Achse im Punkt (0, 3y) schnei-

det.

Bei dieser Aufgabe ist als Losung eine Funktion f : (0, 00) — R gesucht. Uber den

Verlauf der Funktion ist nur bekannt: Verlduft der Graph durch den Punkt (z,y),

so ist die Gerade durch (0, 3y) eine Tangente in (z,y). Also betréigt die Tangen-
y

tensteigung bei z genau J%. Mit anderen Worten: Hat f bei z den Wert f(z)

und ist f differenzierbar bei x), so hat die Ableitung den Wert f'(x) = o) g
( ) & 2z

handelt sich also um eine Differentialgleichung (das heifit es kommen die gesuchte
Funktion und ihre Ableitungen darin vor).

Gewohnliche Differentialgleichung Funktionen einer Variablen gesucht.

Partielle Differentialgleichung Funktionen mehrerer Variablen gesucht; es
kommen partielle Ableitungen vor.

Hier Gewdhnliche Differentialgleichung, erster Ordnung - explizit:

f(x) = F(z, f(z))
Kurzschreibweise:

y = % fir f'(z) = %;)

Geometrische Anschauung Die Funktion F(x,y) gibt ein ,,Richtungs- oder
Steigungsfeld” auf (0, 00) x R vor:
Zeichne durch jeden Punkt (z,y) eine Gerade mit Steigung 3-.

o6
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Niherungsweise Losung (durch Polygonzug) An einer beliebigen Stelle
xo kann ein Anfangswert yo = y(z) beliebig vorausgesetzt werden. Dadurch
erhdlt man eine Naherungslosung durch einen sog. Polygonzug, der bei x; die
Steigung F'(z;,y(x;)) hat. Wir wollen jetzt eine Losung der Gleichung herleiten
durch Trennung der Variablen:

Eine Losung ist y = 0. Angenommen es existiert eine Losung y(z) auf einem
Intervall I C (0, 00) mit y(z) # 0 fir alle 2 € I. dann gilt (fiir alle x € I)

: y(x) [N AC)) /
y'(x) o y(a:)2$ & () s nly(z)| = ~dr’ = na:+C’
——
(In Jy()])’

ly(z)| = e2™C = Vze® & y(x) = VaB, B € R\{0}
Die Menge der Losungen ist {f:(0,00) = R| f(x) = By/z, B € R}.

Spater Existenz- und Eindeutigkeitssatz.

Weiteres Beispiel

y = g, x>0
x
Wir nehmen an, dass y : I — R keine Nullstellen hat. Somit gilt:
y/(ZE) 1 Inz+C
=—=lylx)|=¢e = y(r) =Bx,B R
L == ) (x)

2.9 Existenz und Eindeutigkeitssatz

Definition 2.9.1 Sei U eine Teilmenge von R x R™ und f : U — R", (z,y) —
f(z,v),y = (Y1, ..., yn) eine stetige Abbildung. Dann nennt man

y = f(z,y) (2.1)

ein System von (gewohnlichen) Differentialgleichungen erster Ordnung, falls n =
1. Unter einer Lésung von versteht man eine auf einem Intervall I C R
definierte differenzierbare Funktion ¢ : I — R"™, so dass der Graph von ¢ in U
enthalten ist, das heift

Po ={(z,y) € I xR" |y = p(x)}
und so dass ¢'(x) = f(z,p(x)) fir alle x € I gilt.
Bemerkung 2.9.2 1. Das System lautet ausgeschrieben:

yll - fl(xvylw"vyn)

yf/n, = fn($7y17 7y'rl)
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2. Im Spezialfall wo die ,rechte Seite” f der Differentialgleichung von der
LZeit” x abhdngt nennt man das System autonom.

3. Falls f nicht von y abhdngt, laf§t sich eine Lisung einfach durch Integration

o(z) = c—l—/;f(:v)dx

bestimmen.

Wir wollen uns jetzt mit der Frage beschéftigen, wann Differentialgleichungen
eindeutig losbar sind.

Definition 2.9.3 Sei U C R X R™ und f : U — R" eine Funktion. Man sagt f
gentige in U einer Lipschitz- Bedingung mit der Lipschitz-Konstante L, wenn fir
alle (x,y), (x,9) € U gilt:

1f(z,y) = fz,9)ll < Ly = 9l

Das heift wenn bei festgehaltenen x die Abbildung y — f(x,y) Lipschitz-Stetig
mit Konstante L ist.

Wir sagen f geniige lokal einer Lipschitz-Bedingung, wenn jeder Punkt (z,y) € U
eine Umgebung B besitzt, so dass f auf U N B einer Lipschitz-Bedingung (mit
einer B abhéngigen Konstanten K > 0) geniigt.

Satz 2.9.4 (Eindeutigkeitssatz) Sei U C RxR" und f : U — R" eine stetige
Funktion, die lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Seien p,¢ : I — R™ zwer
Losungen der Differentialgleichung

y/ - f(fl',y)

auf dem Intervall I C R. Gilt dann p(xo) = (xo) fir ein xog € I so folgt
o(x) = (x) fir alle x € 1.

Beweis Wir zeigen zunéchst: Ist ¢(a) = ¥(a) fiir ein a € I, so gibt es ein € > 0,
so dass ¢(z) = ¢(x) fiir ale x € I mit |z — a| < e. Durch Integration der beiden
Gleichungen

P'(z) = fz, (), ¢ (z) = f(z,¢(z))
erhalten wir wegen ¢(a) = ¥(a):

Da f lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt, gibt es Konstanten L > 0 und
0 >0, so dass

1t o(2) = f(8 0@ < Llle(t) — @)Vt € 1
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mit |t — a| <. Daraus folgt:

|ww—wwusm£ﬂww—wwwﬂ
Setzt man weiter:
M(z) = sup{le(t) — @) | [t —a| < |z —al}
so folgt weiter fiir alle £ € I mit |£ —a| < |z — a| < 0.
lo(€) = ()| < LI§ — alM(x) < Llz — a|M(z)
Also ergibt sich M (z) < L|z — a|M(z). Fiir |z — a| < ¢ := min(6, ) folgt damit:
M (x)

M(z) < = M(z)=0

Das heifit aber, dass ¢(x) = ¢(x) fiir |x — a| < € nach Definitio von M (z).

Wir zeigen nun, dass die beiden Losungen ¢ und v nicht nur auf einer e-Umgebung
von ¢ iibereinstimmen, sondern auf dem ganzen Intervall I. Wir zeigen nun, dass
o(x) = Y(z) fiir alle z € I mit x > x¢ (Der Beweis fiir x < xq verlduft genauso).
Sei 21 := > {£ € I | Yfwo.e] = Vlfzo,e)}- Falls 21 = 0o oder gleich der rechten Inter-
vallgrenze sind wir fertig. Andernfalls existiert ein § > 0, so dass [z, zo + d] C I.
Da ¢ und 1 stetig sind gilt p(x1) = 1 (r1) und wir kénnen den ersten Teil des
Beweises anwenden. Es gibt ein € > 0, so dass ¢(x) = () fiir alle € [ in einer
e-Umgebung von x;. Das widerspricht aber der Definition von x;. Also stimmen
v, auf ganz I iiberein. O

Um den Eindeutigkeitssatz anzuwenden, muss man meist nicht die Lipschitz-
Bedingung direkt nachweisen.

Lemma 2.9.5 Sei U C R X R"™ offen und f : U — R"™, (x,y) — f(x,y) beziglich
der Variablen y = (y1, ..., yn) stetig partiell differenzierbar. Dann geniigt f eine
lokale Lipschitz- Bedingung.

Beweis Sei (a,b) ein Punkt aus U. Da U offen ist, gibt es ein r > 0, so dass die
kompakte Menge

V;:{(gj,y)ERXRn"Qf—a‘§r7|y_b|§r}

ganz in U liegt. Die Norm der Matrix g—i nimmt auf V' ihr Maximum L an.
Auflerdem gilt, dass V' mit zwei Punkten (z,y) und (z,y) auch das verbindende
Geradenstiick enthélt. Aus Korollar ([1.4.18) folgt nun, dass fiir alle (z,y) und
(x,9) € V gilt:

1z, y) = fz,9)ll < Ly = 9l
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Das man auf die Lipschitz-Bedingung in (2.9.4) nicht verzichten kann, zeigt
folgendes Beispiel einer Differentialgleichung in der der Eindeutigkeitssatz nicht
gilt:

Beispiel 2.9.6 Wir betrachten die Differentialgleichung
y/ = y%

also f(x,y) = y*? definiert auf R x R. Eine Losung ist damit ¢y = 0. Weitere
Lésungen sind gegeben durch:

1 3
vo(x) = 2—7(510 —a)
Fiir ein beliebiges a € R, denn es gilt:
1 9 2/3
Yu(e) = glo = a)? = ()

Da ¢o(a) = 0 und ¢,(a) = 0 ist der Eindeutigkeitssatz verletzt. Durch ,, Aus-
stiickelung” kénnen wir aber noch mehr Losungen 1) der Gleichung bekommen,
die ¢ (a) = 0 erfiillen.

Satz 2.9.7 [Existenzsatz von Picard-Lindeléf] Sei U C R x R™ offen und f :
U — R" eine stetige Funktion, die lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Dann
gibt es zu jeden (a,c) € U ein e > 0 und eine Ldsung

p:la—ea+el - R"?

der Differentialgleichung v = f(x,y) mit der Anfangsbedingung ¢(a) = c.

Beweisskizze Man verwendet das Picard-Lindelofsche Iterationsverfahren
T(o)a) = c+ [t o0Vt puss = T(o0)

Fiir € gentigend klein ist T, eingeschréinkt auf eine geeignete Teilmenge des Raum-
es der stetigen Funktion f : [a—e, a+e] — R™ (versehen mit der Supremumsnorm)
eine Kontraktion und die Folge ¢, konvergiert gegen die Losung der Differenti-
algleichung. O

Beispiel Man kann das Picard-Lindel6fsche Verfahren benutzen, um Néhe-
rungslosungen einer Differentialgleichung zu erhalten. Betrachte z.B. die Diffe-
rentialgleichung ¢’ = y auf R x R.

o0() = 0, s (1) = 1 + / " oult)it
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2
x

= Dies konvergiert gegen die Losung ¢, = €* = p(z) mit Anfangsbedingung

©(0) = 1. Unter der Schwachen Vorraussetzung, dass die rechte Seite stetig ist,

liefert der Satz von Peano die lokale Existenz von Losungen (diese sind nicht
notwendig eindeutig durch eine Anfangsbedingung bestimmt).

Differentialgleichungen héherer Ordnung
Definition 2.9.8 Sei U C R x R"” und f : U — R eine stetige Funktion. Dann
heifst

y(n) = f($7 y? y/7 M y(n71)> (2.2>
eine (gewdohnliche) Differentialgleichung n-ter Ordnung. Unter einer Losung von

versteht man eine n-mal differenzierbare Funktion ¢ : I — R definiert auf
einem reellen Intervall I, so dass der Graph von @ in U enthalten ist und

P = [z, p(2), ¢ (@), . " (@)
fiir alle x € I gult.

Man kann eine Differentialgleichung n-ter Ordnung auf ein System von Differen-
tialgleichungen 1. Ordnung zuriickfithren. Dann definiere:

;

Yo = Y1
Y = Y2
: (2.3)
y711—2 = Yn—1
y7/1—1 - f<x7y07"'7yn71>

\

Man sieht leicht: Ist ¢ eine Losung von S0 ist
® = (p,¢,¢", ")
eine Losung von ([2.3) und umgekehrt, ist & : I — R" eine Losung von ([2.3]) mit
P = (o, @1, s Pu-1)
dann ist ¢y n-mal differenzierbar und eine Lésung von .
Beispiel 2.9.9 (Aus der Physik - vergleiche )

mi = —VU

Diese 3 Gleichungen 2. Ordnung sind dquivalent zu:

T = v

v = —+VU
was 6 Gleichungen 1. Ordnung entspricht. Dies entspricht dem Ubergang zum
Phasenraum.
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Damit sind die Sétze (2.9.3)) und (2.9.7) (Eindeutigkeit und Existenz von Losun-
gen) auch auf Differentialgleichungen hoherer Ordnung anwendbar. Um die Losung
einer Differentialgleichung n-ter Ordnung eindeutig festzulegen, muss man also
nicht nur den Wert einer Funktion an einer Stelle a des Definitionsbereiches vor-
schreiben, sondern den Wert aller Ableitungen der Ordnung < n — 1 im Punkt
a.

Beispiel 2.9.10 Die Differentialgleichung 2. Ordnung

y'+y=0

besitzt offensichtlich die Lisungen y(z) = cosz,y(z) = sinz, y(x) = e

die Linearkombinationen

aber auch

o(x) = cocos(x) + ¢ sin(z)
mit cg,c1 € R.

Da ¢(0) = ¢g, ¢'(0) = ¢y, ist ¢ die einzige Losung mit ¢(0) = ¢, ¢'(0) = ¢; und
man erhélt alle Losungen y” 4y = 0, wenn man ¢y, ¢; alle Werte in R durchlaufen
lasst.

2.10 Elementare Losungsmethoden

Differentialgleichungen mit getrennten Variablen Seien I, J offene Inter-
valle und f : I — R, g : J — R zwei stetige Funktionen, wobei wir zusétzlich
vorraussetzen, dass g(y) # 0¥y € J. Die Differentialgleichung

y = f(x)g(y) (2.4)

auf I x J heifit dann Differentialgleichung mit getrennten Variablen.
Angenommen ¢ : I’ — R sei eine Losung von (2.4) auf dem Teilintervall I’ C [
mit p(z) = yo. Somit folgt:

AR (2.5)

Definiere F': I - R, G : J — R durch

Flz) = / " Fd Gly) = / ’ ﬁdt

Da der Integrand bei GG keine Nullstelle hat, ist G entweder streng monoton
wachsend oder streng monoton fallend. Insbesondere hat G eine Umkehrfunktion
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Gt:G(J)— J.
Damit folgt aus ([2.5) nun

i /f

Es folgt G(p(z)) = F(x). Also folgt gp( ) = G 1 (F(x))Vz € I'. Dies zeigt die ein-
deutige Losbarkeit (und liefert einen expllzlten Ausdruck fiir die Losung). Lokale
Existenz folgt aus dem Satz von Peano, folgt aber auch direkt aus obiger Formel,
wenn man das Intervall I’ geeignet wiéhlt.

Informell
dy _ T _dy = f(z)dx ~ _dy = x)dx
Y @) = fayde [ oo [ @

Beispiel 2.10.1 Betrachten y' = y?. Die rechte Seite ist in y stetig partiell dif-
ferenzierbar, also gilt der Eindeutigkeitssatz.

Uber Seperation der Variablen erhilt man folgende Ergebnisse:

f(@)=1,9(y) =y* = F(z) =z — 20, G( /—dt __5

1
y(x) = — T = c-xo—l——
T—Tg— o €T Yo
Eine weitere spezielle Losung ist y = 0. Es geniigt also im Folgenden, Losungen
ohne Nullstellen zu betrachten, da mit ¢ — ¢(t) auch t — —p(—t) eine Losung
ist, konnen wir uns auf die positive Losung beschranken.
Insbesondere gibt es auler y = 0 bei dieser Gleichung keine auf ganz R definierte

Losung.

Lineare Differentialgleichungen Sei [ ein Intervall und seien a,b : I — R
stetige Funktionen. Dann nennt man

y = alz)y +b(z)

eine lineare Differentialgleichung und zwar homogen, falls b = 0, sonst inhomogen.
Wir betrachten zunéchst die homogene lineare Differentialgleichung

y =a(z)y (2.6)

Eine Losung ist ¢ = 0, wir konnen die Gleichung durch Trennung der Variablen
16sen (wegen Eindeutigkeit kénnen wir ohne Einschrankung y(x) # 0 annehmen):

y'(l')_ax nlul(a) = alz _ iy awarte
(z) (z) = Infy(z)| = a(z) = |y(z)|

Das zeigt:
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Satz 2.10.2 Mit den obigen Bezeichnungen gilt: Sei xy € I und ¢ € R. Dann
gibt es genau eine Liosung @ der Linearen homogenen Differentialgleichung (@)
mit o(xo) = ¢, namlich

() = cexpl / Ca()d)

zo

Beispiel 2.10.3 Die Lisungen der Differentialgleichung
v =ky keR

und der Anfangsbedingung ¢(x¢) = ¢ haben die Gestalt:

() = ccke

Wir wollen nun die inhomgene lineare Differentialgleichung

y = a(z)y +b(z)

betrachten. Diese 16st man mit der sogenannten Variation der Konstante.
Sei p : I — R eine Losung der homogenen Differentialgleichung, das heif3t

#'(x) = a(z)p(r)

Dann ist mit ¢ jedes ¢ € R auch x — cp(z) eine Losung der homogenen li-
nearen Differentialgleichung. Wir machen nun einen Ansatz fiir die inhomogene
Gleichung, indem wir die Konstante ¢ durch eine Funktion v : I — R,z — u(z)
ersetzen (,,Variation der Konstante ), also annehmen, dass eine Losung ¢ der
inhomogenen Gleichung gegeben ist durch

) w = y(a) = u(r)p(r)

wobei ¢ eine Losung der homogenen Differentialgleichung und u : U — R diffe-
renzierbar ist.

V) = ——(uz)px) = (z)p(x) + u(x)¢'(z) = a(z)(z) + b(z) =

= a(z)u(z)p(z) + b(z)

Die Funktion ¥ = uyp 16st also inhomogene lineare Differentialgleichungen genau
dann wenn

u'(x)e(x) = b(x)
Nach dem Eindeutigkeitssatz konnen wir annehmen, dass ¢ keine Nullstellen
besitzt. Wir erhalten:
b(t)

u(x) = —=dt + const
(=) /zo p(t)

Durch geeignete Wahl der Integrationskonstanten erreichen wir, dass v eine An-
fangsbedingung ¢ (z¢) = c erfiillt.
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Satz 2.10.4 Sei I C R ein Intervall und seien a,b : I — R stetige Funktionen.
Dann gibt es zu einem beliebigen xg € I und c € R genau eine Losung ¢ : [ — R
der Differentialgleichung:

y' = a(x)y + b(x)
die der Anfangsbedingung 1V (xy) = ¢ geniigt, nimlich

v@) = e+ [ %dw

Wobei p(x) = exp( [, a(t)dt) ist.

Beispiel 2.10.5 Gesucht sei eine Losung der Differentialgleichung
y =dry + (1 —z)e*”

fir die y(1) = 0 gilt.

Berechnung der homogenen Gleichung ergibt:

o(x) = exp(/ Atdt) = 22
1
Die Losung der inhomogenen Differentialgleichung ergibt sich aus ([2.10.4)):

() = e(@)(c+ /1 ) l)(—t)dt):e2x2f2<c+ /1 z(1-t>e4t*2t2+2dt):

(1)
1 [ 1 _
_ eem2—2(c+ Z/ €4t—2t2+2(4 _ 4t)dt) _ €2x2—2(c+ Z[€4t_2t2+2]§;310) _
1
1 1 1
_ 62302—2(6 + Ze4x—2x2+2 _ 164) _ 1(6431; _ €2x2+2)
(1)=0=>c=0

Exakte Differentialgleichungen und integrierende Faktoren Bei den bis
jetzt vorkommenden Beispielen haben wir stets explizit gegebene Losungen ge-
funden, also y(z) = .... Bei vielen Differentialgleichungen ist es aber gar nicht
moglich, solch eine explizite Losung anzugeben. Manchmal kann man jedoch we-
nigstens implizit definierte Funktionen als Losungen finden (was fast genauso gut
ist), also Losungen etwa einer Differentialgleichung auf R x R deren Graphen auf
Hohenlinien einer Funktion
h:R*—>R

verlaufen. Sei also y : R — R eine differenzierbare Funktion und A : R? — R
ebenfalls differenzierbar. Der Graph von y verlauft genau dann in einer Niveau-
menge von h, wenn h(z,y(z)) = const. gilt. Nach Kettenregel ist dies
dquivalent zu

b)) = (o [ (o y(@)) = G (o ule)) + 5 (@) (@) =0
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Kurz:
hz -+ hyy/ = 0

Definition 2.10.6 Set U C R x R und seien f,g : U — R Funktionen. Die
Differentialgleichung f(x,y) + g(z,y)y" = 0 heifst exakt, falls es eine partiell
differenzierbare Funktion h : U — R, (z,y) — h(z,y) gibt, so dass f(z,y) =
P (w,y) und g(z,y) = §2(x,y) fir alle (z,y) € U gilt.

Bemerkung Die obige Differentialgleichung f + gy’ = 0 wird oft
fdxr + gdy =0
geschrieben.

Korollar 2.10.7 Mit Bezeichnungen wie in gilt: Ist U C RxR sternformig
und sind f, g stetig differenzierbar, so ist die Differentialgleichung

f+gy =0

exakt genau dann, wenn g—g(a:, y) = %(m, y) fir alle (x,y) € U kurz f, = g, gilt.

Beweis Folgt direkt aus ((1.7.7)). O

Beispiel 2.10.8 Die Differentialgleichung
eV +x+xe¥y =0
auf R x R ist exakt, denn:

(e + x)
dy dy

Eine Funktion h : R?* — R, (x,y) — h(x,y) mit hy = f und h, = g ist gegeben
durch: 1
h(z,y) = ze¥ + 5:62

Eine Losung der Differentialgleichung erhalten wir aus
@) 4 L2
ye\*) 4 g% =¢c eR

Zum Beispiel mit der Anfangsbedingung ¢(1) = 0 = ¢ = 2. Also fiir « nahe 1

gilt:
1,.2
@) — C T3

X

(

—z) = y(r) = In(

N | —
SHECS
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In diesem Fall kann man sogar explizit nach y(x) auflésen. Allgemein nennt man
eine solche Funktion h oft (etwas altmodisch) ein Integral der Differentialglei-
chung (frither: ,Integral” ist eine Losung einer Differentialgleichung, Flichenbe-
stimmung ist ,, Quadratur”).

Falls f 4+ gy’ = 0 nicht exakt ist, muss sie mit Hilfe eines sog. integrierenden
Faktors exakt gemacht werden, was in der Praxis oft mdglich ist.

Definition 2.10.9 Mit den Bezeichnungen wie in . Eine Uberall auf U
von Null verschiedenen Funktion p : U — R heifst integrierender Faktor (auch
Eulerscher Multiplikator) fiir Differentialgleichungen f + gy’ = 0, wenn die dann
dquivalente Differentialgleichungen pf + ugy’ = 0 exakt ist, wenn also

(wf)y = g f + 11fy = 129 + p9e = (19)s
qgilt.

Das Problem dabei ist, dass wir, um so einen integrierenden Faktor zu finden
die partiellen Differentialgleichungen (pf), = (11g), l6sen miissen. In der Praxis
findet man oft Losungen, indem man fiir y einen speziellen Ansatz macht (z.B. p
héngt nur von x ab, oder nur von y, oder u(x,y) = f(x,y) oder u(z,y) = f(z)g(y)
oder u(z,y) = z*y'... etc.). Es geniigt dabei, eine Losung zu finden.

Beispiel 2.10.10 Die Gleichung (4xy + 3y? — z) + x(x + 2y)y’ = 0 auf R x R.
Hier gilt f(x,y) = 4oy +3y? —x und g(x,y) = x(x +2y). Die Gleichung ist nicht
exakt, denn

fy =4+ 6y # 2z +2y =g,

Wir wollen versuchen, einen integrierenden Faktor p zu finden. Die Funktion p
ist genau dann ein integrierender Faktor, wenn
fyf + ify = tag + 19a

gilt oder
p(fy = 9a) = Hag — py f

Wir versuchen es jetzt mit dem Ansatz, dass p nur von x abhéngen soll. Dann
lautet die Gleichung fiir u:

&_fy—gz_ 2r+4y 2

7 g  wx+2y) =@
Folglich lautet eine Losung
2 2
p=-exp( [ —dx) =exp2lnlz|) =z
x
Mit dem integrierenden Faktor multipliziert, lautet die Gleichung nun

(42°y + 32%y? — 2°) + (2* + 22°%y)y = 0
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Eine Funktion A : R? — R mit h, = f, h, = g ist gegeben durch

1
h(z,y) = z'y + 2°y* — Z“’A

Losungen der urspriinglichen Differentialgleichung sind also implizit gegeben durch
4 52 1 4
Y+ 2y — % =c,ceR

Substitution Wenn sich eine Differentialgleichung mit den besprochenen Me-
thoden nicht 16sen lésst, kann man sie oft durch eine Substitution (Koordinaten-
transformation) in eine 16sbare Form bringen, das heifit durch Einfiirung neuer
Variablen. Die ,Kunst” dabei ist es, die richtige Substitution durchzufiihren, also
eine die die Gleichung vereinfacht. Manchmal kann man an der Form der Glei-
chung erkennen, welche Substitutionen sinnvoll sein kénnte. Tritt etwa ein Term
mehrfach auf, lohnt es sich zu {iberlegen, ob man diesen Term als neue Variable
einfithren will.

Beispiel 2.10.11 In der Gleichung
32r+y)+ 2z +y—1)y =0

tritt der Term (2x + y) zweifach auf. Setze v := 2x +y < y = v — 2z mil
y = v — 2. Die Gleichung lasst sich nun schreiben als

Jv+v—1)01—-2) = 0v+w —v'+2=0@Wv—-1W+0v+2=0%
dvv  (v+2) v+2

de ~ (=1 1-v

Die Gleichung liegt nun in getrennten Variablen vor

v—1
v+ 2

V=—-1lov-3hnjv+2/=—-z+c

Jetzt machen wir die Substitution wieder Riickgingig und erhalten

2e+y—3n2r+y+2/=—ar+ce3r+y=3n2r+y+2|+c

2.11 Lineare Differentialgleichungen

aip ... Qip

Definition 2.11.1 Sei I C R ein Intervall und sei A = I —

’
ap1 - QApn

Mat(n,n;R) eine stetige Abbildung, das heifit alle Funktionen a;; stetig sind.
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Dann heifit v = A(z)y ein homogenes lineares Differentialgleichungssystem. Sei
b1

weiter b = : : I — R"™ eine stetige Abbildung. Dann heifst
bn

y = A(x) + b(2)
ein inhomogenes lineares Differentialgleichungssystem.

Wir wollen nun auch komplexe Differentialgleichungen zulassen. Ein komplex
lineares Differentialgleichungssystem hat die Form

y = Alx)y + b(x)

wobei A : I — Mat(n,n;C) und b : I — C" stetige Abbildungen sind. Eine
Losung ist eine differenzierbare Funktion ¢ : I — C", so dass ¢'(x) = A(x)p(x)+
b(zx) gilt, wobei Differenzierbarkeit fiir Abbildungen nach C Komponentenweise
zu verstehen ist, das heifit Real- und Imaginérteil sollen beide differenzierbar sein.
Wir schreiben ab jetzt K fiir einen der Kérper R oder C.

Satz 2.11.2 Sei [ C R ein offenes Intervall und seien A : I — Mat(n,n;K), b :
I — K" stetige Abbildungen. Dann gibt es zu jedem xo € I und ¢ € K" genau
eine Losung ¢ : I — K"y = A(x)y + b(x) mit der Anfangsbedingung ¢(x¢) = c.

Bemerkung Wir haben schon in Beispiel gesehen, dass im Allgemeinen
eine Differentialgleichung ' = f(x,y) keine Losung auf dem ganzen Intervall [
zu haben braucht, auch wenn f auf ganz I x R™ definiert ist (und einer Lipschitz-
Bedingung geniigt).

Beweis Wir zeigen nun die Eindeutig, diese gilt, da die rechte Seite einer lokalen
Lipschitz-Bedingung geniigt auf einem kompakten Teilintervall J C [ nimmt
|A(x)]| sein Maximum L an und es folgt

1f(z,9) = f@, 9)| = [|A=)(y = )l < Llly -4l

O

Satz 2.11.3 Sei I C R ein Intervall und A : I — Mat(n,n;K) stetig. Wir
bezeichnen mit Ly die Menge der Losungen ¢ : I — K" der homogenen lineare
Differentialgleichung:

y' = A(x)y
Dann ist Ly ein Vektorraum der Dimension n tber K. Fiir ein k-Tupel @1, ..., o,
k <n wvon Losungen sind folgende Aussagen dquivalent:
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1. ¢1,..., 0 sind als Funktionen linear unabhdngig iber K.

2. FEs existiert ein xog € I, so dass die Vektoren pi(xy), ..., pr(xo) € K" linear
unabhdngig tiber K sind.

3. Fir jedes xo € I sind die Vektoren ¢i(xo), ...or(z0) € K™ linear unabhingig.

Beweis (a) Zeige: Ly ist Vektorraum. Wir zeigen, dass Ly ein Untervektorraum
des Raumes aller Abbildung I — K" ist. Dies gilt, da

1. 0 € Ly

2. p,p €Ly & (p+Y) €Ly = (p+9) =¢ +9¢' = Alp+ 1)

3AeK peLy=(A\p) =X g =Ap = Ap € Ly

(b) Aquivalenz von ,,. Zeige nur :>, da die anderen direkt daraus

folgen (trivial sind).

Seien also ¢, ..., @ linear unabhéngig. Angenommen es gibe xy € I, mit 1 (o), ..., ©x (o)
linear abhéngig, das heifit es gibe Ay, ..., \x € K, A\jp1(z0) + ... + Mpr(z0) = 0

wobei nicht alle A; gleich Null sind. Betrachte nun die Losung

Q= )\1%01 4+ ...+ )\kSOk

fiir die gilt: p(z9) = 0. Wegen der Eindeutigkeit muss ¢ also die Nulllosung ¢ = 0
sein, das hei3t ¢y, ..., i sind linear abhéngig tiber K. Somit folgt ein Widerspruch!
(c) Zeige: dim Ly = n. Seien ey, ..., e, € K" die kanonischen Basisvektoren. Nach
gibt es Losungen 1, ..., ¢, mit @;(xg) = ;. Diese Losungen sind linear
unabhéngig, also dim Ly > n. Andererseits ist dim Ly < n, denn géibe es n + 1
linear unabhéngige Losungen v, ..., ¥, 11 so wiren (wegen <:>) die Vektoren
1(20), -y Upy1 (o) € K™ linear unabhéngig. Daraus folgt ein Widerspruch! [
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