
Wellen und Quanten
Formelsammlung

Licht als elektromagnetische Welle

Wellengleichungen

∆ ~E = ε0εrµ0
∂2 ~E

∂t2
(1)

∆ ~B = ε0εrµ0
∂2 ~B

∂t2
(2)

Wellenfunktion
~E(~r, t) = ~E0 cos(ωt− ~k~r + ϕ) (3)

Wellenzahl k
k2 =

εr
c2
ω2,

ω

k
=
c

n
= vph (4)

Lichtgeschwindigkeit

c =
1

√
ε0µ0

(5)

c =
1

√
ε0εrµ0

=
c
√
εr

=
c

n
(6)

Energiedichte des elektromagnetischen Feldes

Wem =
1

2
ε0εr(E

2 + c2B2) = ε0εrE
2 (7)

Intensität des elektromagnetischen Feldes

〈I(t)〉 =
1

2
cnε0E

2
0 (8)
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Poynting-Vektor

~S = ~E × ~H (9)

〈S〉 =
1

2
ε0ncE

2
0 = 〈I〉 (10)

Absorption und Reflexion

Pabsorption =
I

c
, Preflexion = 2

I

c
(11)

Frequenzabhängige Brechung

εr(ω) = 1 +
e2N

ε0m

1

ω2
0 − ω2 + iγω

(12)

n< ≈ 1 +
q2N

2ε0m

ω2
0 − ω2

(ω2
0 − ω2)2 + γ2ω2

(13)

Intensität einer Welle

I(z) = I0 exp(
2ωnI
c

z) = I(0) exp(−αz) (14)

Fourierentwicklung

Ex(z, t) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

Ex(ω)ei(ωt−k(ω)z)dω (15)

Ex(ω) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

Ex(z, t)e
iωtdt (16)

Phasen und Gruppengeschwindigkeit

vgruppe =
dω

dk
(17)

vgruppe = vph(1−
λ

n

dn

dλ
)−1 (18)

Reflexion und Transmission

R =
Ir
Ii

= r2 = (
ni − nt
ni + nt

)2 (19)

T =
It
Ii

=
nt
ni
t2 =

4nint
(nz + ni)2

(20)
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Stetigkeit der Tangentialkomponenten

~H =
1

µ0µr
~B (21)

Stetigkeit der Normalkomponenten

~D = ε0εr ~E (22)

Einfallswinkel gleich Ausfallwinkel

θr = θi (23)

Snelliussches Brechungsgesetz

ni sin θi = nt sin θt (24)

Grenzwinkel θgr der Totalreflexion

θgr = arcsin(
nt
ni

) (25)

Brewster-Winkel
θB = arctan(

nt
ni

) (26)

Vier-Fresnel-Formeln

r⊥, t⊥︸ ︷︷ ︸
TE

, r‖, t‖︸︷︷︸
TM

(27)

Geometrische Optik

Optischer Weg

W (s) =

∫
S

n(~r)ds (1)

Extremalprinzip

(
δW (s)

δS
)Si

= 0 (2)

Paraxiale Näherung
n1

g
+
n2

b
=
n2 − n1

r
(3)

1

g
+

1

b
=

2

r
=

1

f
(4)
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Dünne Linse
n1

g
+
n3

b
=
n2 − n1

r1

+
n3 − n2

r2

(5)

Linsenschleiferformel

1

g
+

1

b
= (n− 1)(

1

r1

− 1

r2

) =
1

f
(6)

Transversale Vergrößerung

vT =
B

G
= − b

g
= −b− f

f
= − f

g − f
(7)

Longitudinale Vergrößerung

vL =
db

dg
= − f 2

(g − f)2
= −v2

T (8)

Teleskop - Sehwinkelvergrößerung

v =
αInstrument

α0

(9)

v =
z/f1

z/f2

=
f2

f1

(10)

Lupe - Vergrößerung

|vT | = |
−b− f
f
| = |−b

f
− 1| = s0 − l

f
+ 1 ≈ s0

f
+ 1 (11)

v =
εI
εO

=
G/f

G/s0

=
s0

f
(12)

Mikroskop

vobj =
b− f1

f1

=
t

f1

, t = b− f1 (13)

vok =
s0

f2

(14)

⇒ vms = vobjvok =
s0t

f1f2

(15)
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Dicke Linsen und Linsensysteme

1

f
= (n− 1)[

1

r1

− 1

r2

+ d(
n− 1

nr1r2

)] (16)

H1 = −df(n− 1)

nr2

, H2 = −df(n− 1)

nr1

(17)

ABCD-Matrix

Brechung an Kugelfläche mit Radius r

~S =

(
nα
x

)
(18)

~S2 = B12
~S1 (19)

B12 =

(
1 −n2−n1

r

0 1

)
(20)

Translation um Strecke d12

~S2 = T12
~S1 (21)

Ausbreitung durch ein System

M = Tn . . . T4B43T3B32T2B21T1 =

(
A B
C D

)
(22)

MdunneLinse =

(
1 − 1

f

0 1

)
(23)

Wellenoptik

Feldstärke Ep(~R) bei vorgegebener Feldverteilung

Ep(~R) =
−i
2λ

∫
Ω

∫
E0(ξ, η)

exp(ikr)

r
(cosχ− cosχ0)dξdη = (1)

=
−iE0

2λ

∫
Ω

∫
exp(ik(r + r0))

rr0

(cosχ− cosχ0)dξdη

Fresnel-Näherung

Ep(~R) ≈ −i
λ

eikz0

z0

∫
Ω

∫
E0(ξ, η) exp(

ik

2z0

((x− ξ)2 + (y − η)2))dξdη (2)
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Fraunhofer-Näherung

Ep(~R) ≈ −i
λ

eikz0

z0

exp(ik
xr + y2

2z2
0

)

∫
Ω

∫
E0(ξ, η) exp(

−ik
z0

(xξ + yη))dξdη (3)

Fresnel-Zahl

F =
%2

λz0

(4)

Mit dem (max.) Radius der Blende % und der Ausbreitungsdistanz z0.

Fresnelsche Zonen mit Radius ξm

ξm =
√
z0mλ (5)

Fraunhofer-Beugung am Einfachspalt

E(u) ∝ sin(πub)

πub
(6)

Fourierreihe

f(t) =
∞∑

n=−∞

cne
inω0t (7)

Die Koeffizienten cn berechnen sich über:

cn =
1

T

∫ T

0

f(t)e−inω0tdt (8)

Fourier-Transformation

f(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f̃(ω)eiωtdω (9)

f̃(ω) =

∫ ∞
−∞

f(t)e−iωtdt (10)

FT{f(
t

α
)} = |α|f̃(αω) (11)

FT{f(t− t0)} = e−iωt0 f̃(ω) , FT{eiω0tf(t)} = f̃(ω − ω0) (12)

FT{tnf(t)} = in
dnf̃(ω)

dωn
, FT{d

nf(t)

dtn
} = (iω)nFT{f(t)} (13)∫ ∞

−∞
|f(t)|2dt =

∫ ∞
−∞
|f̃(ω)|2dω (14)

Faltungsregeln:

FT{f(t) ∗ g(t)} = FT{f(t)}FT{g(t)} (15)

f(t) ∗ g(t) =

∫ ∞
−∞

f(τ)g(t− τ)dτ (16)
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Beugung am Doppelspalt Bei Limes → 0:

I(u) = I0 cos2(πau), u =
x

λ, z0

(17)

Mit endlicher Spaltbreite:

I(u) = I0 cos2(πau)
sin2(πub)

(πub)2
(18)

Beugung am Gitter Kostruktive Interferenz (Maxima) für (n ∈ Z):

∆s = a sinϑ = nλ (19)

IN = I0
sin2(πNau)

sin2(πau)

sin2(πbu)

(πbu)2
(20)

Spektrale Auflösung
∆λ

λ
=

1

nN
(21)

Maxima n-ter Ordnung und Strichzahl N .

Allgemeine Betrachtung zur Beugung

k0x − kx = nG (22)

Gitterkonstante im Fourier-(reziproken) Raum

G =
2π

a
(23)

Bedingung für Maxima

~k − ~k0 = ~G, ~G = 2π

 n1/ax
n2/ay
n3/az

 , n1, n2, n3 ∈ Z (24)

Bragg-Bedingung
2d sinϕ = nλ (25)

Airy-Muster

I(u) = I0

(
2J1(πDu)

πDu

)2

(26)

Für Blendendurchmesser D, J1: Besselfunktion 1. Ordnung.
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Rayleigh-Kriterium

sin θmin = 1.22
λ

D
(27)

Numerische Aperatur

NA = n sinϑ ≈ nD

2f

Somit folgt für das Auflösungsvermögen

dmin = 0.61
λ

NA
(28)

Auflösungsvermögen eines Mikroskops nach Abbe

dmin sinϑ = λ, dmin =
λ

NA
(29)

Sagnac-Interferometer

∆s =
2x

λ
=

4AΩ

λc
, ∆ν =

4AΩ

λP
(30)

Mit Ω der Winkelgeschwindigkeit pro Zeit, der Umlaufenen Fläche A, Weglänge
P und Strecke und Differenz der Strecken s, x.

Mach-Zehnder-Interferometer Änderung des optischen Weges mit ∆nL.

∆ϕ = 2π
∆nL

λ
(31)

Interferenz gleicher Neigung Phasensprung an Grenzfläche (Vorzeichen Fresnel-
Formeln)

∆ϕ =


π für nf < n1 und nf < n2

π für nf > n1 und nf > n2

0 sonst
(32)

Vielfachinterferenz

IT = I0 − IR = I0
1

1 + F sin2( δ
2
)

(33)

Young’sches Doppelspaltexperiment

φ� λ

2d
(34)

∆ω∆t ≥ 1 (35)

Für Licht einer Spektralen Breite ∆ω und Pulsdauer oder Kohärenzlänge ∆t =
∆s
c

.
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Polarisationsoptik und Nicht-Lineare Optik

Polarisation elektromagnetischer Wellen

~E =

 |Eo,x|
|E0,y|eiγ

0

 ei(ωt−kz+ϕ) (1)

γ: Rel. Phasenverschiebung, |E0,x|
|E0,y | = ξ : Amplitudenverhältnis.

Linear Polarisierte Welle

γ = 0, oder γ = π (2)

Zirkular Polarisierte Welle

ξ = 1, und γ = ±π
2

(3)

Ansonsten handelt es sich um eine elliptisch polarisierte Welle.

Gesetz von Malus
I(θ) = I0 cos2 θ (4)

Doppelbrechung

~D = ε0
←→ε ~E, ~P = ε0

←→χ ~E,←→ε = E +←→χ ∈ Rn×m (5)

Hauptachsendarstellung

←→ε =

 εx 0 0
0 εy 0
0 0 εz

 , Di = ε0εiEi, i = 1, 2, 3. (6)

Optisch isotrope Medien:
εx = εy = εz = ε (7)

(Gase, Flüssigkeiten, Gläser, Diamant)
Optisch einachsige Materialen:

εx = εy = ε⊥, εz = ε‖ 6= ε⊥ (8)

(Calcit, Quarz, Eis)
Optisch zweiachsige Kristalle:

εx 6= εy 6= εz 6= εx (9)

(Glimmer, Aragomit, Topas, Rohrzucker)
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Brechungsindexellipsoid

⇒ ~k × ~k × ~E = − ω2

ε0c2
~D (10)

Brechungsindex wie gewohnt

~ek × ~ek × ~E +
1

n2
ε ~E = 0 (11)

Zwei Lösungen für n2:

n0 =
√
ε⊥,

1

(ne(ϑ))2
=

cos2 ϑ

ε⊥
+

sin2 ϑ

ε‖
(12)

Welle-Teilchen Dualismus

Impuls eines Photons
~p = ~~k (1)

Photoelektronische Gleichung

EPh = ~ω = WA + Ekin (2)

Wobei WA die Austrittsarbeit ist.

~ω = WA + eUstop (3)

Zu ~ = 1.055 · 10−34 Js gilt folgende Beziehung:

~ω =
h

2π
2πν = hν (4)


